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1 Делимость и делители

Îòâëå÷åìñÿ îò òåõíè÷åñêèõ âåùåé è ïåðåéäåì ê ïðîãðàììå êóðñà ìàòåìàòèêè íà-
÷àëüíîé øêîëû.

Ïðîñòûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, êîòîðîå äåëèòñÿ íàöåëî
òîëüêî íà ñåáÿ è 1 (èìååò äâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ). Ñîñòàâíûìè ÷èñëàìè, ñîîòâåò-
ñòâåííî, íàçûâàþòñÿ âñå îñòàëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå åäèíèöû.

Ïðîñòûå ÷èñëà èìåþò ìíîæåñòâî ïîëåçíûõ ïðèìåíåíèé, à òàêæå è ñàìè ïî ñåáå
íåðåäêî ÿâëÿþòñÿ ñóòüþ çàäà÷è. Íàèáîëåå èçâåñòíîå ïðîìûøëåííîå ïðèìåíåíèå ïðî-
ñòûõ ÷èñåë � â øèôðîâàíèè RSA ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàì íåîáõîäèìî óìåòü ïðîâåðÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 𝑁 ïðîñòûì.
Ò.å. íàì íåîáõîäèìî óçíàòü, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà 𝑥, 𝑦 (1 < 𝑥, 𝑦 <
𝑁), ÷òî 𝑥 × 𝑦 = 𝑁 . Êðîìå òîãî, óñëîâèìñÿ, ÷òî 𝑥 ≤ 𝑦, òîãäà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî 𝑥
ìåíüøå ëèáî ðàâåí êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ÷èñëà 𝑁 (åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî
ïðîèçâåäåíèå áóäåò çàâåäîìî áîëüøå 𝑁).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ áóäåò äîâîëüíî ýô-
ôåêòèâíî ïðîâåðÿòü ÷èñëî íà ïðîñòîòó:

bool isprime(int n)

{

for (int i = 2; i * i <= j; ++i)

if (n % i == 0)

return false;

return true;

}

Ïîëüçóÿñü òåìè æå ñîîáðàæåíèÿìè, î÷åíü ïðîñòî íàïèñàòü ôóíêöèþ, íàõîäÿùóþ
âñå ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà äâà ìíîæèòåëÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáðàòü ïðîâåðêó íà
ðàâåíñòâî 𝑁 äâóì è â çàìåíèòü return 0 íà îáðàáîòêó äâóõ íàéäåííûõ äåëèòåëåé i è
n/i.

Îáà ýòèõ àëãîðèòìà èìåþò ñëîæíîñòü 𝑂(
√
𝑁).

2 НОД и НОК. Элементы теории остатков

Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì (ÍÎÄ) äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ òàêîå
ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì è ïåðâîãî è âòîðîãî
÷èñëà. Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì (ÍÎÊ) äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ òà-
êîå ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íàöåëî íà îáà ýòèõ ÷èñëà.
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Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ÍÎÄ è ÍÎÊ ìíîãèõ ÷èñåë. Íà ïðàêòèêå ÍÎÄ è ÍÎÊ
ìíîãèõ ÷èñåë ñ÷èòàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîïàðíîãî ïîäñ÷åòà ÍÎÄ è ÍÎÊ
(ò.å. ñ÷èòàåòñÿ ÍÎÄ óæå îáðàáîòàííîé ÷àñòè è î÷åðåäíîãî ÷èñëà).

Çàäà÷è, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü ÍÎÄ èëè ÍÎÊ âîçíèêàþò äîâîëüíî ÷à-
ñòî, îñîáåííî äëÿ ÍÎÄ. Òàê, íàïðèìåð, â ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäè-
íàòàìè íà îòðåçêå èñïîëüçóåòñÿ ÍÎÄ 𝑥 è 𝑦 êîîðäèíàò îòðåçêà.

Â ìëàäøåé øêîëå èçó÷àåòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ÍÎÄ äâóõ
÷èñåë. Â íåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1) ÍÎÄ(𝑎, 0) = 𝑎
2) ÍÎÄ(𝑎, 𝑏) =ÍÎÄ(𝑎%𝑏, 𝑏) =ÍÎÄ(𝑎, 𝑏%𝑎)
Çàïèøåì ôóíêöèþ ïîäñ÷åòà ÍÎÄ (GCD � Greatest Common Divisor):

int gcd(int a, int b)

{

while (b != 0) {

c = a % b;

a = b;

b = c;

}

return a;

}

Ýòîò àëãîðèòì î÷åíü ïðîñò, åãî ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå, ðàâíà 𝑂(log𝑁), ãäå
𝑁 � áîëüøåå èç ÷èñåë.

ÍÎÊ ìîæíî èñêàòü èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ÍÎÄ(𝑎, 𝑏)×ÍÎÊ(𝑎, 𝑏) = 𝑎× 𝑏.
Ñóùåñòâóåò åùå îäèí ñïîñîá ïîèñêà ÍÎÄ: áèíàðíûé àëãîðèòì Åâêëèäà. Ýòîò ñïî-

ñîá îñíîâûâàåòñÿ íà ñîîòíîøåíèÿõ ÍÎÄ(2 × 𝑎, 2 × 𝑏) = 2×ÍÎÄ(𝑎, 𝑏), ÍÎÄ(2 × 𝑎, 2 ×
𝑏 + 1) =ÍÎÄ(𝑎, 2× 𝑏 + 1), ÍÎÄ(2× 𝑎 + 1, 2× 𝑏 + 1) =ÍÎÄ(2× (𝑎− 𝑏), 2× 𝑏 + 1). Õîòÿ
ïðè èïîëüçîâàíèè ýòèõ ñîîòíîøåíèé âðåìÿ íàïèñàíèÿ ïðîãðàììû è ñîáñòâåííî ïîèñêà
ÍÎÄ íåñêîëüêî âîçðàñòåò (õîòÿ ïî ïðåæíåìó ñëîæíîñòü àëãîðèòìà áóäåò ñîñòàâëÿòü
𝑂(log 𝑛)), ýòîò ñïîñîá íàìíîãî óäîáíåå ïðè ïîèñêå ÍÎÄ äëèííûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî,
â îáû÷íîì àëãîðèòìå Åâêëèäà íåîáõîäèìà îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ äëèí-
íûõ ÷èñåë, à â áèíàðíîì � íàìíîãî áîëåå ïðîñòûå îïåðàöèè äëèííîãî âû÷èòàíèÿ è
äåëåíèÿ íà 2.

Â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ äîâîëüíî ÷àñòî òðåáóåòñÿ íàéòè ÷òî-ëèáî ¾ïî ìîäóëþ¿
êàêîãî-ëèáî ÷èñëà, ò.å. ïîäñ÷èòàòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðåçóëüòàòà íà çàäàííîå ÷èñëî.
Òåîðèÿ ÷èñåë äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè è ìû íå
áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â íåå, âçÿâ ëèøü íåñêîëüêî ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ÷àñòíîñòè, íàì âàæíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îñòàòêîâ: (𝑎+ 𝑏)%𝑛 = (𝑎%𝑛+ 𝑏%𝑛)%𝑛
è (𝑎 × 𝑏)%𝑛 = (𝑎%𝑛 × 𝑏%𝑛)%𝑛. Ýòè ñâîéñòâà ÷àñòî áûâàþò ïîëåçíûìè, ò.ê. îáû÷íî
â çàäà÷àõ, ãäå òðåáóåòñÿ ïîäñ÷èòàòü îñòàòêè, âîçíèêàþò äîâîëüíî áîëüøèå ÷èñëà, è
óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè îïåðàíäîâ â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ íàìíîãî îáëåã÷àåò
çàäà÷ó.

Òàêæå äîâîëüíî ÷àñòî òðåáóåòñÿ íàéòè óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ýëåìåíò êàêîé-
ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ìîäóëþ äàííîãî ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñîñòàâèòü
¾òàáëèöó óìíîæåíèÿ¿ ïî ìîäóëþ 𝑛 èëè äðóãóþ òàáëèöó ñ ïðàâèëàìè ïåðåõîäà � ýòî
ìîæåò çíà÷èòåëüíî îáëåã÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è.
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3 Разложение числа на простые множители

Âåðíåìñÿ ê ïðîñòûì ÷èñëàì. Ëþáîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè÷åì ýòî ïðåäñòàâëåíèå áóäåò åäèíñòâåííî.

Îáû÷íî, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âûãëÿäèò â âèäå îäíîìåðíîãî ìàññèâà, ñîäåðæàùåãî
ïðîñòûå ÷èñëà, è åùå îäíîãî îäíîìåðíîãî ìàññèâà äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ÷èñëà, â êàæäîé ÿ÷åéêå êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ ñòåïåíü ñîîòâåòñòâåííîãî ïðîñòî
÷èñëà.

Íàïðèìåð, ïóñòü ó íàñ åñòü ìàññèâ ïðîñòûõ ÷èñåë [2, 3, 5, 7, 11, 13], òîãäà ìàññèâ ñ
ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà 2600 áóäåò âûãëÿäåòü êàê [3, 0, 2, 0, 0, 1] èç êîòîðîãî ìîæíî ïîëó-
÷èòü 23 × 52 × 131 = 2600.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåîïðàâäàííî ãåíåðèðîâàòü äëÿ îäíîãî ÷èñëà (åñëè ýòî íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è). Îäíàêî, åñëè ÷èñåë ìíîãî, òî ïðè-
âåäåíèå èõ â òàêîå ïðåäñòàâëåíèå è îáðàòíî ìîæåò áûòü âåñüìà ïîëåçíûì.

Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î÷åíü ïðîñòî ðåàëèçîâàòü óìíîæå-
íèå. Ðàññìîòðèì íàøå ÷èñëî 2600 è ÷èñëî 11858, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàññèâîì
[1, 0, 0, 2, 2, 0]. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë, äîñòàòî÷íî ñëîæèòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàññèâîâ. Ðåçóëüòàòîì áóäåò ìàññèâ [4, 0, 2, 2, 2, 1], ò.å. 24×52×72×
112 × 131 = 30830800, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ.

Ïîñëå íåêîòîðûõ ðàçìûøëåíèé ìîæíî òàêæå ðåàëèçîâàòü äåëåíèå ñ îñòàòêîì, íî â
ðàìêàõ ëåêöèè ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì, æåëàþùèå ìîãóò ñàìè ïðèäóìàòü àëãîðèòì.

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü ÍÎÄ è ÍÎÊ ýòèõ ÷èñåë.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ íàäî âûáèðàòü ìèíèìóì èç ñòåïåíåé (ýòî ëîãè÷íî, ò.ê. ÷èñëî

𝑋𝑛 êðàòíî 𝑋𝑘, åñëè 𝑛 ≥ 𝑘). Äëÿ ïîäñ÷åòà ÍÎÊ íàäî áðàòü ìàêñèìóì èç ñòåïåíåé. Ýòîò
æå ìåòîä ðàáîòàåò äëÿ ïîäñ÷åòà ÍÎÄ è ÍÎÊ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë.

Äëÿ íàøèõ ÷èñåë 2600 è 11858, ÍÎÄ, ïîäñ÷èòàííûé òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâèì
ìàññèâîì [1, 0, 0, 0, 0, 0], ò.å. ðàâåí 2, à ÍÎÊ � ìàññèâîì [3, 0, 2, 2, 2, 1] è ðàâåí 15415400.
Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò âåðåí.

Êðîìå òîãî, ó ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ñóùåñòâóþò áîëåå ñïåöè-
ôè÷íûå íàçíà÷åíèÿ, êîòîðûå âñòðåòÿòñÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ òóðîâ.

Íàõîæäåíèå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë äî 𝑁 çàíèìàåò 𝑂(𝑁 ×
√
𝑁) âðåìåíè, ïîäñ÷åò ñòå-

ïåíåé äëÿ îäíîãî ÷èñëà çàíèìàåò îêîëî 𝑂(𝑁) âðåìåíè (åñëè ñòåïåíè íå ñëèøêîì áîëü-
øèå), è îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ è ÍÎÊ çàíèìàþò òàêæå 𝑂(𝑁) âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíîå âðåìÿ ñîñòàâëÿåò îêîëî 𝑂(𝑁 ×

√
𝑁 +𝑁 ×𝑀), ãäå 𝑁 � ìàê-

ñèìàëüíîå èç ÷èñåë, à 𝑀 � êîëè÷åñòâî ýòèõ ÷èñåë.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàì íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü òîëüêî îäíî ÷èñëî íà ïðîñòûå ìíî-

æèòåëè. Â òàêîé ñèòóàöèè íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì áóäåò ìîäèôèêàöèÿ ôóíê-
öèè ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êàæäûé ðàç ïðè íàõîæäåíèè
äåëèòåëÿ ìû áóäåì äåëèòü ðàçëàãàåìîå ÷èñëî íà íåãî äî òåõ ïîð, ïîêà îíî äåëèòñÿ (è
çàïîìèíàòü ñòåïåíü, ñ êîòîðîé ýòîò äåëèòåëü âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà), òî ìû ïîëó-
÷èì âñå ïðîñòûå äåëèòåëè êðîìå, âîçìîæíî, îäíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîèñê äåëèòåëåé
íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü äî êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ÷èñëà, à â ñëó÷àå, åñëè ïîñëå äåëå-
íèÿ îñòàëàñü íå åäèíèöà � ýòîò îñòàòîê òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äåëèòåëåì, ïðè÷åì
ñòåïåíü åãî âõîæäåíèÿ âñåãäà ðàâíà 1. Íàïðèìåð, 26 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê 21 × 131, ãäå
13 � åäèíñòâåííûé äåëèòåëü, áîëüøèé êâàäðàòíîãî êîðíÿ.
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4 Быстрое возведение в степень

Äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ ÷èñëà èëè äðóãîãî îáúåêòà,
äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, â êàêóþ-ëèáî ñòåïåíü. Íàèâíûé àëãî-
ðèòì, êîãäà ìû ïðîñòî íóæíîå ÷èñëî ðàç óìíîæàåì ÷èñëî íà ñàìî ñåáÿ, èìååò ñëîæíîñòü
𝑂(𝑁), ãäå 𝑁 � ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.

Ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü ÷èñëî ðàñòåò î÷åíü áûñòðî (à çíà÷èò, íàâåðíÿêà òðåáóþòñÿ
îïåðàöèè ñ äëèííûìè ÷èñëàìè). Ïîýòîìó íàó÷èòüñÿ âîçâîäèòü ÷èñëî â ñòåïåíü áûñòðåå,
÷åì çà 𝑂(𝑁) � äîñòàòî÷íî âàæíàÿ çàäà÷à.

Ðàññìàòðèâàÿ ñòåïåíè íåêîòîðûõ ÷èñåë, ìîæíî äîãàäàòüñÿ î ìåòîäå, êîòîðûì ñëå-
äóåò ïîëüçîâàòüñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ âîçâåäåíèÿ 3 â 4-þ ñòåïåíü íàì íóæíî ïðîäåëàòü 3
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Îäíàêî, åñëè èçìåíèòü ïîðÿäîê äåéñòâèé íà òàêîé: (32)2, òî ïî-
òðåáóåòñÿ âñåãî äâà óìíîæåíèÿ. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ïðè âîçâåäåíèè ÷èñëà â ñòåïåíè
åùå â êàêóþ-ëèáî ñòåïåíü ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ïåðåìíîæàþòñÿ. Èìåííî íà ñîêðàùåíèè
÷åòíûõ ñòåïåíåé îñíîâûâàåòñÿ èäåÿ áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.

Ïðèâåäåì òåêñò ôóíêöèè, êîòîðàÿ âîçâîäèò ÷èñëî 𝑎 â ñòåïåíü 𝑛:

int pow(int a, int n)

{

if (n == 0)

return 1;

if (n % 2 == 0)

return pow(a * a, n / 2);

return a * pow(a * a, (n - 1) / 2);

}

Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå àëãîðèòì áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü îáçûâàþò çà-
áàâíûì ñëîâîñî÷åòàíèåì �Russian peasant algorithm�, ÷òî ïåðåâîäèòñÿ êàê ¾àëãîðèòì
ðóññêîãî êðåñòüÿíèíà¿.
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