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1 Введение

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ñ äâóìÿ èëè áîëåå ïàðàìåòðàìè ïî÷òè íå îòëè÷à-
åòñÿ îò äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îäíèì ïàðàìåòðîì: â íåì òàêæå âñòðå÷àþò-
ñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà ðåøåíèé è íàõîæäåíèå îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ. Òàêæå çàäà÷è ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî êîëè÷åñòâó èñïîëüçóåìûõ
ðåøåíèé ìåíüøèõ ïîäçàäà÷: çàäà÷è, èñïîëüçóþùèå îäíó èëè íåñêîëüêî ìåíüøèõ ïîäçà-
äà÷; çàäà÷è, èñïîëüçóþùèå âñå çàäà÷è ìåíüøåãî ðàçìåðà (äèíàìèêà ïî ïîäìíîæåñòâàì)
è ÷àñòíûé ñëó÷àé � LR-äèíàìèêà (äèíàìèêà ïî ïîäñòðîêàì).

Ïðè¼ìû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íà ïðèìåðàõ ðå-
àëüíûõ îëèìïèàäíûõ è êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

2 Использование нескольких подзадач

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîé äèíàìèêå, ñóùåñòâóþò çàäà÷è èñïîëüçóþùèå ëèøü íåñêîëü-
êî ïîäçàäà÷ ìåíüøåãî ðàçìåðà. Ðàññìîòðèì òàêèå çàäà÷è íà ïðèìåðàõ.

Таблица
4-й этап Всероссийской олимпиады 2008, запад
Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ òàáëèöó ðàçìåðîì 𝑛×𝑚. Çàíóìåðóåì ñòðîêè òàáëèöû

÷èñëàìè îò 1 äî 𝑛, à ñòîëáöû �� ÷èñëàìè îò 1 äî 𝑚. Áóäåì òàêóþ òàáëèöó ïîñëåäîâà-
òåëüíî çàïîëíÿòü ÷èñëàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑎𝑖𝑗 ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ïåðåñå÷åíèè 𝑖-îé ñòðîêè è 𝑗-îãî ñòîëáöà.
Ïåðâàÿ ñòðîêà òàáëèöû çàïîëíÿåòñÿ çàäàííûìè ÷èñëàìè �� 𝑎11, 𝑎12, . . . , 𝑎1𝑚. Çàòåì
çàïîëíÿþòñÿ ñòðîêè ñ íîìåðàìè îò 2 äî 𝑛. ×èñëî 𝑎𝑖𝑗 âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà âñåõ ÷èñåë
òàáëèöû, íàõîäÿùèõñÿ â ¾òðåóãîëüíèêå¿ íàä ýëåìåíòîì 𝑎𝑖𝑗. Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðè ýòîì
âûïîëíÿþòñÿ ïî ìîäóëþ 𝑟.
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Áîëåå òî÷íî, çíà÷åíèå 𝑎𝑖𝑗 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

𝑎𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎝ 𝑖−1∑︁
𝑘=1

𝑖+𝑘∑︁
𝑖−𝑘

𝑎𝑖−𝑘,𝑡

16𝑡6𝑚

⎞⎟⎟⎠𝑚𝑜𝑑 𝑟

Íàïðèìåð, åñëè òàáëèöà ñîñòîèò èç òð¼õ ñòðîê è ÷åòûð¼õ ñòîëáöîâ, è ïåðâàÿ ñòðîêà
ñîñòîèò èç ÷èñåë 2, 3, 4, 5, à 𝑟 = 40 òî äëÿ ýòèõ èñõîäíûõ äàííûõ òàáëèöà áóäåò âûãëÿ-
äåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (âçÿòèå ïî ìîäóëþ ïîêàçàíî òîëüêî òàì, ãäå îíî ïðèâîäèò ê
èçìåíåíèþ ÷èñëà):

2 3 4 5

5 = 2 + 3 9 = 2 + 3 + 4 12 = 3 + 4 + 5 9 = 4 + 5

23 = 2 + 3 + 4
+ 5 + 9

0 = (2 + 3 + 4
+ 5 + 5 + 9 +
12) mod 40 =
40 mod 40

4 = (2 + 3 + 4
+ 5 + 9 + 12 +
9) mod 40 = 44

mod 40

33 = 3 + 4 + 5
+ 12 + 9

Òðåáóåòñÿ íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî çàäàííîé ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû (𝑎11,
𝑎12, . . . , 𝑎1𝑚), âû÷èñëÿåò ïîñëåäíþþ ñòðîêó, êàê îïèñàíî âûøå.

Формат входных данных
Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò ÷èñëà 𝑛, 𝑚 è 𝑟 (2 6 𝑛,𝑚 6 2000, 2 6 𝑟 6

109) �� ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ òàáëèöû ñîîòâåòñòâåííî, à òàê æå ÷èñëî, ïî ìîäóëþ
êîòîðîãî íàäî ïîñ÷èòàòü îòâåò. Ñëåäóþùàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò 𝑚 öåëûõ ÷èñåë �� ïåðâóþ
ñòðîêó òàáëèöû: 𝑎11, 𝑎12, . . . , 𝑎1𝑚. Âñå 𝑎1𝑖 íåîòðèöàòåëüíû è íå ïðåâîñõîäÿò 109.

Формат выходных данных
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Â ïåðâîé ñòðîêå âûõîäíîãî ôàéëà íåîáõîäèìî âûâåñòè𝑚 ÷èñåë �� ïîñëåäíþþ ñòðîêó
òàáëèöû: 𝑎𝑛1, 𝑎𝑛2, . . . , 𝑎𝑛𝑚.

Примеры
Входные данные Выходные данные

2 3 10

1 2 3

3 6 5

3 3 10

1 1 1

8 0 8

3 4 40

2 3 4 5

23 0 4 33

Разбор
Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî òàáëèöó íåîáõîäèìî àíàëèçèðîâàòü, äâèãàÿñü ñâåðõó-

âíèç. Ïðè ýòîì î÷åð¼äíîñòü àíàëèçà ýëåìåíòîâ â ñòðîêå íå âàæíà, ò.ê. íèêàêîãî âëèÿíèÿ
íà âû÷èñëÿåìóþ ÿ÷åéêó äðóãèå ÿ÷åéêè òîé æå ñòðîêè íå îêàçûâàþò.

Áàçà äèíàìèêè (ïåðâàÿ ñòðîêà) íàì ÿâíî çàäàíà. Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèÿ â ÿ÷åéêå ñ èñïîëüçîâàíèåì óæå âû÷èñëåííûõ äàííûõ.

Â ïåðâîì âàðèàíòå íàì äîñòàòî÷íî çàâåñòè ìàññèâ
𝐵 â êîòîðîì ìû áóäåì íàêàïëèâàòü îòâåòû äëÿ ÿ÷ååê.
Î÷åâèäíî, ïåðâàÿ ñòðîêà ìàññèâà 𝐵 ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé
ñòðîêîé ìàññèâà 𝐴. Ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå ÿ÷åéêè 𝐵[𝑖, 𝑗]. Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé â òî÷-
êå (𝑖, 𝑗) ñîñòîèò èç òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
(𝑖 − 1, 𝑗 − 1), (𝑖 − 1, 𝑗 + 1) à òàêæå èç òî÷åê (𝑖 − 1, 𝑗)
è (𝑖, 𝑗). Â òî æå âðåìÿ, òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé â òî÷-
êå (𝑖 − 2, 𝑗) ïåðåêðûâàåòñÿ äâàæäû, ÷òî ïðèâîäèò ê äâó-
êðàòíîìó ñóììèðîâàíèþ çíà÷åíèé â ýòîì òðåóãîëüíèêå.
Èçáåæàòü ýòîãî î÷åíü ïðîñòî � äîñòàòî÷íî îäèí ðàç âû-
÷åñòü óæå ïîäñ÷èòàííóþ äëÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà ñóììó.
Òàêèì îáðàçîì, â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó
𝐵[𝑖][𝑗] = 𝐵[𝑖 − 1][𝑗 − 1] + 𝐵[𝑖 − 1][𝑗 + 1] − 𝐵[𝑖 − 2][𝑗] + 𝐴[𝑖 − 1][𝑗] + 𝐴[𝑖][𝑗]. Ïîëüçóÿñü
ýòîé ôîðìóëîé ëåãêî ïîäñ÷èòàòü ìàññèâ, ñîäåðæàùèé îòâåò.

Òàêîé âàðèàíò òàêæå ìîæíî àâòîìàòèçèðîâàòü ïî èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè: äîñòàòî÷-
íî çàêîëüöåâàòü ïî ïåðâîìó èçìåðåíèþ ìàññèâ 𝐴 (ïðè ýòîì íàì äîñòàòî÷íî õðàíèòü
âñåãî äâå ñòðîêè: òåêóùóþ è ïðåäûäóùóþ), à òàêæå çàêîëüöåâàòü ìàññèâ 𝐵 (çäåñü ïî-
íàäîáèòñÿ òðè ñòðîêè: òåêóùàÿ è äâå ïðåäûäóùèõ). Ïðèìåð çàêîëüöîâûâàíèÿ ìàññèâà
ïðèâåä¼í â ðàçäåëå, ïîñâÿù¼ííîì ðåàëèçàöèè î÷åðåäåé.

Äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ñîçäàòü âèðòóàëüíóþ ¾íóëåâóþ¿ ñòðîêó â
ìàññèâå 𝐵 è çàïîëíèòü åå íóëÿìè (ñîçäàòü áàðüåð) � ýòî èçáàâèò îò íåîáõîäèìîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàòü âòîðóþ ñòðîêó êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Òàêæå ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü áàðüåðû
èç íóëåé ñëåâà è ñïðàâà îò òàáëèöû.

Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òàêæå îïèðàåòñÿ íà èäåè äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, íî èñïîëüçóåò ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷, îòëè÷íûõ îò èñõîäíûõ. À èìåííî,
ìîæíî ñîçäàòü äâà äîïîëíèòåëüíûõ ìàññèâà 𝐿 è 𝑅, òàêèõ, ÷òî ÿ÷åéêà 𝐿[𝑖][𝑗] áóäåò ñî-
äåðæàòü ñóììó âñåõ ýëåìåíòîâ íà äèàãîíàëè, ïðîâåä¼ííîé îò òî÷êè (𝑖, 𝑗) ââåðõ è âëåâî
(äëÿ ìàññèâà 𝑅 äèàãîíàëü ïðîâîäèòñÿ ââåðõ è âïðàâî). Ïåðâàÿ ñòðîêà ìàññèâîâ 𝐿 è 𝑅
áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïåðâîé ñòðîêîé ìàññèâà 𝐴. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû ïåðåñ÷¼òà áóäóò
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âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∙ 𝐿[𝑖][𝑗] = 𝐿[𝑖− 1][𝑗 − 1] + 𝐴[𝑖][𝑗]

∙ 𝑅[𝑖][𝑗] = 𝑅[𝑖− 1][𝑗 + 1] + 𝐴[𝑖][𝑗]

∙ 𝐵[𝑖][𝑗] = 𝐵[𝑖− 1][𝑗] + 𝐿[𝑖− 1][𝑗 − 1] + 𝑅[𝑖− 1][𝑗 + 1]

Ïðè ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà áàðüåðû ñëåâà è ñïðàâà òàêæå áóäóò ïîëåçíû, à âñå
ìàññèâû ìîæíî çàêîëüöåâàòü ïî ïåðâîìó èçìåðåíèþ âñåãî â äâå ñòðîêè.

Îáà ñïîñîáà áóäóò èìåòü ñëîæíîñòü 𝑂(𝑛 × 𝑚) ò.ê. êàæäûé ýëåìåíò òàáëèöû ïðî-
ñìàòðèâàåòñÿ îäèí ðàç.

Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó çàäà÷ó, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ïîäçàäà÷
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ýòî çàäà÷à î íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ÍÎÏ)
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1 2 3 4 5

2 0 1 1 1 1
3 0 1 2 2 2
2 0 1 2 2 2
4 0 1 2 3 3
5 0 1 3 3 4

Ðèñ. 1: Ïðèìåð òàáëèöû
äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé {1, 2, 3, 4, 5} è
{2, 3, 2, 4, 5}

Åñëè èç íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑎} âû÷åðêíóòü
÷àñòü åå ýëåìåíòîâ, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áó-
äåò íàçûâàòüñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{𝑎}. Ïóñòü çàäàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑎} è {𝑏}. Èõ íàè-
áîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {𝑐} íàçûâàåòñÿ ñà-
ìàÿ äëèííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑎}, êîòîðàÿ òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {𝑏}.

Áàçîé äèíàìèêè â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âûñòóïàòü òîò ôàêò,
÷òî ÍÎÏ äâóõ ïóñòûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òåïåðü íåîáõîäèìî íàéòè ñïîñîá
ïîëó÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è, ÷åðåç ìåíüøèå ïîäçàäà÷è. Ðàñ-
ñìîòðèì ïåðâûå 𝑛 ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑎} è ïåð-
âûå𝑚 ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑏} è ïîïûòàåìñÿ íàéòè
ÍÎÏ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑝 < 𝑛 è 𝑞 < 𝑚 ìû íàó÷èëèñü
íàõîäèòü ÍÎÏ. Òîãäà ïåðåõîä ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

∙ Åñëè 𝑎𝑛 = 𝑏𝑚, òî ÍÎÏ(𝑎, 𝑏) = ÍÎÏ(𝑎− 1, 𝑏− 1) + 1

∙ Åñëè 𝑎𝑛 ̸= 𝑏𝑚, òî ÍÎÏ(𝑎, 𝑏) = max(ÍÎÏ(𝑎− 1, 𝑏, 𝑎, 𝑏− 1))

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ìîæíî õðàíèòü â äâóìåðíîé òàáëèöå (ïåðâûé èíäåêñ � ïà-
ðàìåòð 𝑛, âòîðîé � 𝑚) è çàïîëíÿòü åå äâèãàÿñü ñíà÷àëà ïî ñòðîêàì, à çàòåì ïî ñòîëá-
öàì. Â ñëó÷àå, åñëè íå ñòàâèòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà, ìîæíî çàêîëüöåâàòü ýòó
òàáëèöó è èñïîëüçîâàòü ëèøü äâå ñòðîêè. Â ñëó÷àå, åñëè íåîáõîäèìî âîññòàíîâëåíèå
îòâåòà, íåîáõîäèìî õðàíèòü âñþ òàáëèöó è ïåðåìåùàòüñÿ èç òåêóùåé ÿ÷åéêè (𝑛,𝑚) ëè-
áî â ÿ÷åéêó (𝑛 − 1,𝑚 − 1) åñëè 𝑎𝑛 = 𝑏𝑚, ëèáî â ÿ÷åéêó (𝑛 − 1,𝑚) èëè (𝑛,𝑚 − 1) â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîé èç ÿ÷ååê çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì â (𝑛,𝑚). Îòâåò
áóäåò âîññòàíîâëåí, êàê îáû÷íî, â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

3 Использование предыдущего столбца

Åñëè â ñëó÷àå îäíîìåðíîé äèíàìèêè ïðè ìû ìîãëè èñïîëüçîâàòü òîëüêî îäèí èëè
íåñêîëüêî ïðåäûäóùèõ ýëåìåíòîâ (èëè âñå ïðåäûäóùèå ýëåìåíòû), òî â äâóõ è áîëåå
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ìåðíîé äèíàìèêå ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðåäûäóùèé
ñòîëáåö (ò.å. äëÿ ïîäñ÷¼òà ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî çíàòü ðåøåíèÿ âñåõ ïîäçàäà÷,
ó êîòîðûõ îäèí èç ïàðàìåòðîâ íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ó äàííîé). Ðàññìîòðèì ýòîò
ñëó÷àé òàêæå íà ïðèìåðå ðåàëüíîé çàäà÷è:

Маскарад
Московская олимпиада 10-11 2005
Ïî ñëó÷àþ ââåäåíèÿ áîëüøèõ íîâîãîäíèõ êàíèêóë óñòðàèâàåòñÿ âåëèêèé ïðàçäíè÷-

íûé áàë-ìàñêàðàä. Äî ïðàçäíèêà îñòàëèñü ñ÷èòàííûå äíè, ïîýòîìó ñðî÷íî íóæíû êî-
ñòþìû äëÿ ó÷àñòíèêîâ. Äëÿ ïîøèâêè êîñòþìîâ òðåáóåòñÿ 𝐿 ìåòðîâ òêàíè. Òêàíü ïðî-
äà¼òñÿ â 𝑁 ìàãàçèíàõ, â êîòîðûõ ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ñêèäêè îïòîâûì ïîêóïàòåëÿì. Â
ìàãàçèíàõ ìîæíî êóïèòü òîëüêî öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ òêàíè. Ðåêëàìà ìàãàçèíà íîìåð
𝑖 ãëàñèò ¾Ìû ñ ðàäîñòüþ ïðîäàäèì Âàì ìåòð òêàíè çà 𝑃𝑖 áóðëåé, îäíàêî åñëè Âû êó-
ïèòå íå ìåíåå 𝑅𝑖 ìåòðîâ, òî ïîëó÷èòå ïðåêðàñíóþ ñêèäêó �� êàæäûé êóïëåííûé ìåòð
îáîéä¼òñÿ Âàì âñåãî â 𝑄𝑖 áóðëåé¿. ×òîáû âîïëîòèòü â æèçíü ëîçóíã ¾ýêîíîìèêà ñòðà-
íû äîëæíà áûòü ýêîíîìíîé¿, ïðàâèòåëüñòâî ðåøèëî ïîòðàòèòü íà çàêóïêó òêàíè äëÿ
êîñòþìîâ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áóðëåé èç ãîñóäàðñòâåííîé êàçíû. Ïðè ýòîì òêà-
íè ìîæíî êóïèòü áîëüøå, ÷åì íóæíî, åñëè òàê îêàæåòñÿ äåøåâëå. Îòâåòñòâåííûé çà
ïîêóïêó òêàíè ïîçâîíèë â êàæäûé ìàãàçèí è óçíàë, ÷òî:

1. ðåêëàìà êàæäîãî ìàãàçèíà ñîäåðæèò ïðàâäèâóþ èíôîðìàöèþ î öåíàõ è ñêèäêàõ;

2. ìàãàçèí íîìåð 𝑖 ãîòîâ ïðîäàòü åìó íå áîëåå 𝐹𝑖 ìåòðîâ òêàíè.

Îòâåòñòâåííûé çà ïîêóïêó î÷åíü óñòàë îò ïðîäåëàííîé ðàáîòû è ïîýòîìó ïîñòàâëåí-
íóþ ïåðåä íèì çàäà÷ó ¾çàêóïèòü òêàíü çà ìèíèìàëüíûå äåíüãè¿ ïåðåëîæèë íà ñâîèõ
ïîìîùíèêîâ. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ îïðåäåëèò, ñêîëüêî òêàíè íóæíî êóïèòü â
êàæäîì èç ìàãàçèíîâ òàê, ÷òîáû ñóììàðíûå çàòðàòû áûëè ìèíèìàëüíû.

Формат входных данных
Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàïèñàíû äâà öåëûõ ÷èñëà 𝑁 è 𝐿 (1 6 𝑁 6 100, 0 6

𝐿 6 100). Â êàæäîé èç ïîñëåäóþùèõ 𝑁 ñòðîê íàõîäèòñÿ îïèñàíèå ìàãàçèíà íîìåð 𝑖 ��
4 öåëûõ ÷èñëà 𝑃𝑖, 𝑅𝑖, 𝑄𝑖, 𝐹𝑖 (1 6 𝑄𝑖 6 𝑃𝑖 6 1000, 1 6 𝑅𝑖 6 100, 0 6 𝐹𝑖 6 100).

Формат выходных данных
Ïåðâàÿ ñòðîêà âûõîäíîãî ôàéëà äîëæíà ñîäåðæàòü åäèíñòâåííîå ÷èñëî � ìèíè-

ìàëüíîå íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî áóðëåé.
Âî âòîðîé ñòðîêå âûâåäèòå 𝑁 ÷èñåë, ðàçäåë¼ííûõ ïðîáåëàìè, ãäå 𝑖-îå ÷èñëî îïðå-

äåëÿåò êîëè÷åñòâî ìåòðîâ òêàíè, êîòîðîå íóæíî êóïèòü â 𝑖-îì ìàãàçèíå. Åñëè â 𝑖-îì
ìàãàçèíå òêàíü ïîêóïàòüñÿ íå áóäåò, òî íà 𝑖-îì ìåñòå äîëæíî ñòîÿòü ÷èñëî 0. Åñëè
âàðèàíòîâ ïîêóïêè íåñêîëüêî, âûâåäèòå ëþáîé èç íèõ.

Åñëè òêàíè â ìàãàçèíàõ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîøèâêè êîñòþìîâ, âûõîäíîé ôàéë äîë-
æåí ñîäåðæàòü åäèíñòâåííîå ÷èñëî −1.

Примеры
Входные данные Выходные данные

2 14

7 9 6 10

7 8 6 10

88

10 4

1 20

1 1 1 1

-1

5



Разбор
Áóäåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ¾äèíàìèêîé ïî ìàãàçèíàì¿. Â êà÷åñòâå áàçû äèíàìèêè

ìîæíî âçÿòü ïðîñòîé è ïîíÿòíûé ôàêò: ïîêóïêà ëþáîãî êîëè÷åñòâà òêàíè â ïóñòîì íà-
áîðå ìàãàçèíîâ îáîéä¼òñÿ â áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áóðëåé (â êà÷åñòâå áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî
âçÿòü ëþáîå ÷èñëî, áîëüøåå 100 000 (ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìåòðîâ óìíîæåííîå íà
ìàêñèìàëüíóþ öåíó), íî òàêîå, ÷òîáû ñóììà äâóõ áåñêîíå÷íîñòåé íå ïðèâîäèëà ê ïåðå-
ïîëíåíèþ òèïà.

Ïðè ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ ïîëåçíî íàïèñàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïî íîìåðó ìàãàçèíà
è êîëè÷åñòâó ìåòðîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî êóïèòü â ýòîì ìàãàçèíå, áóäåò îïðåäåëÿòü
ñòîèìîñòü ïîêóïêè. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ çà 𝑓(𝑠,𝑚), ãäå 𝑠 � íîìåð ìàãàçèíà, à 𝑚 �
êîëè÷åñòâî ìåòðîâ.

Òåïåðü íåîáõîäèìî íàõîäèòü ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ óæå ðåø¼ííûõ çàäà÷. Ïóñòü ìû
íàó÷èëèñü ïîêóïàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ìåòðîâ òêàíè â ïåðâûõ 𝑖 − 1 ìàãàçèíå íàèëó÷-
øèì îáðàçîì. Ê íàøåìó íàáîðó äîáàâëÿåòñÿ 𝑖-ûé ìàãàçèí è íåîáõîäèìî äëÿ êàæäîãî
êîëè÷åñòâà ìåòðîâ îïðåäåëèòü, ñêîëüêî áóäåò ñòîèòü èõ ïîêóïêà â 𝑖 ìàãàçèíàõ (ò.å. äëÿ
êàæäîãî èç 𝑖 ïåðâûõ ìàãàçèíîâ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ìåòðîâ òêàíè â êàêîì
ìàãàçèíå ïîêóïàòü). Áóäåì ïåðåáèðàòü âñåâîçìîæíûå êîëè÷åñòâà ìåòðîâ òêàíè, êîòî-
ðûå íàäî êóïèòü. Ïóñòü íà äàííûé ìîìåíò íàì íåîáõîäèìî íàó÷èòñÿ ïîêóïàòü 𝑗 ìåòðîâ
òêàíè â 𝑖 ïåðâûõ ìàãàçèíàõ, ïðè ýòîì öåíû ïîêóïêè 𝑘 ìåòðîâ òêàíè â íàáîðå èç 𝑖 − 1
ìàãàçèíå èçâåñòíû äëÿ âñåõ 𝑘 è ñîñòàâëÿþò 𝐶[𝑖− 1][𝑘].

Êóïèòü 𝑗 ìåòðîâ òêàíè â 𝑖 ìàãàçèíàõ ìîæíî 𝑗 + 1 ñïîñîáîì: ìîæíî êóïèòü 0 ìåòðîâ
òêàíè â íàáîðå èç 𝑖−1 ïåðâîãî ìàãàçèíà, à âñå 𝑗 ìåòðîâ � â ìàãàçèíå ñ íîìåðîì 𝑖; ìîæíî
êóïèòü îäèí ìåòð òêàíè â íàáîðå èç 𝑖−1 ìàãàçèíà, à 𝑗−1 � â ìàãàçèíå ñ íîìåðîì 𝑖 è ò.ä.
Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ìèíèìàëüíàÿ öåíà ïîêóïêè, òî ôîðìóëà áóäåò ñëåäóþùåé:

𝐶[𝑖][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛
𝑘=0...𝑗

(𝑓(𝑖, 𝑘) + 𝐶[𝑖− 1][𝑗 − 𝑘])

Â ýòîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî ìîæíî çàâåñòè åù¼ îäèí
ìàññèâ òàêîãî æå êàê 𝐶 ðàçìåðà è â êàæäîé åãî ÿ÷åéêå õðàíèòü êîëè÷åñòâî ìåòðîâ,
êóïëåííîå â ýòîì ìàãàçèíå äëÿ çàäàííûõ 𝑖 è 𝑗.

Êàçàëîñü áû, çàäà÷à ðåøåíà. Íî â ïðîöåññå ðàçáîðà ìû îñòàâèëè íåêîòîðóþ íåîïðå-
äåë¼ííîñòü â âîïðîñå òîãî, êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìåòðîâ íåîáõîäèìî êóïèòü.
Ïåðâîå ïðèõîäÿùåå â ãîëîâó ðåøåíèå: íå ïîêóïàòü áîëüøå ÷åì 𝐿 ìåòðîâ íåïðàâèëüíî.
Âåäü ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íàì íóæíî êóïèòü 10 ìåòðîâ ïî 20 áóðëåé (èòîãî 200), íî
åñëè îïòîì êóïèòü 100 ïî îïòîâîé öåíå â 1 áóðëü, òî öåíà ñîñòàâèò âñåãî 100 áóðëåé
(îñòàâøèåñÿ ìåòðû ìîæíî âûêèíóòü). Ïîñêîëüêó êàæäûé ìàãàçèí ïðîäà¼ò íå áîëåå 100
ìåòðîâ òêàíè, òî â êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ïîêóïàåìîé òêàíè ìîæíî âçÿòü
𝐿 + 100. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âûáðàòü ìèíèìàëü-
íîå ñòîèìîñòü ïîêóïêè 𝐾 ìåòðîâ òêàíè, ãäå 𝐿 6 𝐾 6 𝐿+ 100. Â îñòàëüíîì ðåøåíèå íå
èçìåíèòñÿ. Åãî ñëîæíîñòü áóäåò ñîñòàâëÿòü 𝑂(𝑁 × (𝐿 + 100)2).

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí, áîëåå èçîùð¼ííûé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïîäçàäà÷ èç ¾ïðåäû-
äóùåãî ñòîëáöà¿.

Еловая аллея
Московская заочная олимпиада 2003
Ìýð ãîðîäà Óðþïèíñêà ðåøèë ïîñàäèòü íà ãëàâíîé àëëåå ãîðîäà, êîòîðàÿ ïðîõîäèò

ñ çàïàäà íà âîñòîê, ãîëóáûå åëè. Ïðè÷¼ì ñàæàòü åëè ìîæíî íå âî âñåõ ìåñòàõ, à òîëüêî
íà ñïåöèàëüíî îñòàâëåííûõ ïðè àñôàëüòèðîâàíèè àëëåè êëóìáàõ.
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Êàê îêàçàëîñü, ãîëóáûå åëè áûâàþò 𝑀 ðàçëè÷íûõ ñîðòîâ. Äëÿ åëè êàæäîãî ñîðòà
èçâåñòíà ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà åå òåíè â òå÷åíèå äíÿ â çàïàäíîì è â âîñòî÷íîì íàïðàâ-
ëåíèè (𝑊𝑖 è 𝐸𝑖 ñîîòâåòñòâåííî). Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî åëè ðàñòóò ãîðàçäî ëó÷øå, åñëè
â òå÷åíèå äíÿ îíè íå îêàçûâàþòñÿ â òåíè äðóãèõ åëåé.

Êîîðäèíàòíàÿ îñü íàïðàâëåíà âäîëü àëëåè ñ çàïàäà íà âîñòîê.
Ïî çàäàííûì êîîðäèíàòàì êëóìá âû÷èñëèòå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî åëåé, êîòîðîå ìîæ-

íî ïîñàäèòü, ñîáëþäàÿ óñëîâèå î òîì, ÷òî íèêàêàÿ åëü íå äîëæíà ïîïàäàòü â òåíü îò
äðóãîé åëè.

Формат входных данных
Âî âõîäíîì ôàéëå çàïèñàíî ñíà÷àëà íàòóðàëüíîå ÷èñëî 𝑀 �� êîëè÷åñòâî ñîðòîâ

åëåé (1 6 𝑀 6 100). Çàòåì èä¼ò 𝑀 ïàð ÷èñåë 𝑊𝑖, 𝐸𝑖, îïèñûâàþùèõ ìàêñèìàëüíóþ
äëèíó òåíè â çàïàäíîì è âîñòî÷íîì íàïðàâëåíèè â òå÷åíèå äíÿ äëÿ êàæäîãî ñîðòà åëè
(÷èñëà 𝑊𝑖, 𝐸𝑖 �� öåëûå, èç äèàïàçîíà îò 0 äî 30000). Äàëåå èä¼ò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
𝑁 �� êîëè÷åñòâî êëóìá, â êîòîðûõ ìîæíî ñàæàòü åëè (1 6 𝑁 6 100). Äàëåå èä¼ò
𝑁 ÷èñåë, çàäàþùèõ êîîðäèíàòû êëóìá (êîîðäèíàòû �� öåëûå ÷èñëà, ïî ìîäóëþ íå
ïðåâûøàþùèå 30000). Êëóìáû ïåðå÷èñëåíû ñ çàïàäà íà âîñòîê (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
èõ êîîðäèíàò).

Åñëè íà êëóìáå ñ êîîðäèíàòîé 𝑋 ìû ïîñàäèëè åëü, ìàêñèìàëüíàÿ òåíü êîòîðîé â
âîñòî÷íîì íàïðàâëåíèè ðàâíà 𝐸, òî âñå êëóìáû ñ êîîðäèíàòàìè îò 𝑋 + 1 äî 𝑋 + 𝐸˘1
ïîïàäàþò â òåíü îò ýòîé åëè, à êëóìáà ñ êîîðäèíàòàìè 𝑋 +𝐸 �� óæå íåò. Àíàëîãè÷íî
äëÿ òåíè â çàïàäíîì íàïðàâëåíèè.

Формат выходных данных
Â âûõîäíîé ôàéë âûâåäèòå ñíà÷àëà ÷èñëî 𝐴 �� ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî åëåé, êî-

òîðûå óäàñòñÿ ïîñàäèòü, à çàòåì 𝐴 ïàð ÷èñåë, îïèñûâàþùèõ åëè. Ïåðâîå ÷èñëî êàæäîé
ïàðû çàäà¼ò íîìåð êëóìáû, â êîòîðóþ ñàäèòñÿ åëü. Âòîðîå ÷èñëî îïðåäåëÿåò íîìåð
ñîðòà ýòîé åëè.

Пример
Входные данные Выходные данные

3

1000 3

1 200

128 256

3

1 2 4

2

1 1

3 2

Разбор
Â ýòîé çàäà÷å ïîòðåáóåòñÿ äèíàìèêà ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè. Îäíèì èç íèõ áóäåò

êîëè÷åñòâî âûñàæåííûõ ¼ëîê, à âòîðûì � ïîñëåäíÿÿ çàíÿòàÿ êëóìáà. Â ñàìîé òàáëèöå
áóäåì õðàíèòü ñîðò åëè, ïîñàæåííîé â ýòó ïîñëåäíþþ çàíÿòóþ êëóìáó.

Ïîäóìàåì, êàêàÿ áàçà äèíàìèêè çäåñü ìîæåò ïðèãîäèòñÿ. Ïóò¼ì íåñëîæíûõ ðàññóæ-
äåíèé ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïåðâàÿ êëóìáà âñåãäà äîëæíà áûòü çàíÿòà, å¼ ïðîïóñê ìîæåò
òîëüêî óõóäøèòü ðåøåíèå. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ñëåâà îò ñàìîé ëåâîé êëóìáû íè÷åãî íå
ðàñò¼ò, òî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà òåíü, îòáðàñûâàåìóþ íà çàïàä ¼ëêîé, ïîñàæåííîé â
ïåðâóþ êëóìáó, íå íàêëàäûâàåòñÿ. Ëîãè÷íî, ÷òî íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü òåíü, îò-
áðàñûâàåìóþ ýòîé ¼ëêîé íà âîñòîê. Òàêèì îáðàçîì, áàçîé äèíàìèêè áóäåò ñëåäóþùåå:
äëÿ êîëè÷åñòâà ¼ëîê 1 è ïîñëåäíåé çàíÿòîé êëóìáîé 1 â êëóìáó íîìåð 1 íåîáõîäèìî
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ñàæàòü ¼ëêó, êîòîðàÿ îòáðàñûâàåò íàèìåíüøóþ òåíü íà âîñòîê:

𝐷[1][1] = 𝐾, ãäå 𝐸𝑘 6 𝐸𝑖
𝑖=0...𝑀−1

Âñå îñòàëüíûå ïåðâîãî ñòîëáöà (ãäå êîëè÷åñòâî âûñàæåííûõ ¼ëîê ïðåâûøàåò 1, íîìåð
ïîñëåäíåé çàíÿòîé êëóìáû) ìîæíî çàïîëíèòü ïðèçíàêîì íåâîçìîæíîñòè òàêîé êîíôè-
ãóðàöèè � ÷èñëîì −1, íàïðèìåð.

Áàçà äèíàìèêè èçâåñòíà, òåïåðü íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü îáùåå ïðàâèëî ïåðåõî-
äà ê áîëüøåìó ðåøåíèþ. Äëÿ êàæäîãî êîëè÷åñòâà çàíÿòûõ êëóìá, äëÿ êàæäîãî íîìåðà
ïîñëåäíåé çàíÿòîé êëóìáû áóäåì âûáèðàòü ñîðò åëè, êîòîðûé ìîæíî â íå¼ ïîñàäèòü
è êîòîðûé îòáðàñûâàåò íàèìåíüøóþ òåíü íà âîñòîê (ñîðò, îòáðàñûâàþùèé áîëüøóþ
òåíü íà âîñòîê ìîæåò òîëüêî óõóäøèòü íàøå ðåøåíèå, íàêðûâ ëèøíèå êëóìáû, íî íå
óëó÷øèòü åãî). Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ. Â äàííûé ìîìåíò ìû ñàæàåì ¼ëêó â êëóìáó íîìåð 𝑖 è îáùåå êîëè÷åñòâî
¼ëîê äîëæíî ñòàòü 𝑗 (ëîãè÷íî, ÷òî 𝑗 6 𝑖). Áóäåì ïåðåáèðàòü âñå ïðåäûäóùèå êëóìáû
𝑝𝑟𝑒𝑣 = 1 . . . 𝑖 − 1. Äëÿ êàæäîé èç ïðåäûäóùèõ êëóìá íåîáõîäèìî âûïîëíèòü íåêîòî-
ðûå ïðîâåðêè è äåéñòâèÿ. Åñòåñòâåííî, ÷òî 𝐷[𝑗 − 1][𝑝𝑟𝑒𝑣] ̸= −1, èíà÷å ïðåäûäóùåé
êîíôèãóðàöèè íå ñóùåñòâîâàëî. Äàëåå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäûäóùàÿ ¼ëêà íå
íàêðûâàåò ñâîåé òåíüþ òåêóùóþ êëóìáó, ò.å. 𝑋[𝑝𝑟𝑒𝑣] + 𝐸[𝐷[𝑗 − 1][𝑝𝑟𝑒𝑣]] 6 𝑋[𝑖]. Åñëè
ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî â êëóìáó ñ íîìåðîì 𝑖 ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ïðåäûäó-
ùàÿ çàíÿòàÿ êëóìáà èìååò íîìåð 𝑝𝑟𝑒𝑣 òåîðåòè÷åñêè ìîæíî ïîñàäèòü åëü (𝑖-ÿ êëóìáà íå
íàêðûâàåòñÿ òåíüþ îò ïðåäûäóùåé åëè). Áóäåì ïåðåáèðàòü âñå ñîðòà åëåé 𝑝 = 0 . . .𝑀 .
Äëÿ êàæäîãî èç ñîðòîâ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî îí, áóäó÷è âûñàæåííûì â êëóìáó
íîìåð 𝑖 íå íàêðûâàåò ñâîåé òåíüþ ïðåäûäóùóþ êëóìáó (ñ íîìåðîì 𝑝𝑟𝑒𝑣). Ýòà ïðîâåðêà
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝑋[𝑝𝑟𝑒𝑣] 6 𝑋[𝑖] −𝑊 [𝑝]. Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî,
òî òàêîé ñîðò åëè â ýòó êëóìáó ïîñàäèòü ìîæíî. Ñðåäè âñåõ ïîäõîäÿùèõ ñîðòîâ âûáå-
ðåì è çàïèøåì â ÿ÷åéêó 𝐷[𝑗][𝑖] íîìåð ýòîãî ñîðòà. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ óäîáíî
ñîäåðæàòü ìàññèâ òàêîãî æå ðàçìåðà, â ñîîòâåòñòâóþùóþ ÿ÷åéêó êîòîðîãî çàïèñûâàòü
çíà÷åíèå 𝐴[𝑗][𝑖] = 𝑝𝑟𝑒𝑣, ïðè êîòîðîì áûë äîñòèãíóò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò.

×òîáû íàéòè îòâåò, íåîáõîäèìî ïðîéòè ïî òàáëèöå è íàéòè òàêîå 𝐷[𝑗][𝑖] ̸= −1, â
êîòîðîì 𝑗 (êîëè÷åñòâî âûñàæåííûõ ¼ëîê) ìàêñèìàëüíî. Âûâåäåì ýòî ÷èñëî. Çàïîìíèì,
êàêîé ñîðò åëè áûë âûñàæåí â êëóìáó ñ íîìåðîì 𝑖 è âîññòàíîâèì ïîëíîå ðåøåíèå. Ïî-
ñêîëüêó îäíà åëü óæå áûëà âûñàæåíà, òî îñòàâøååñÿ êîëè÷åñòâî óìåíüøèëîñü íà 1.
Íîìåð ïðåäûäóùåé çàíÿòîé êëóìáû íàì èçâåñòåí � ýòî 𝐴[𝑗][𝑖], ñîðò åëè äëÿ ïðåäûäó-
ùåé êëóìáû ëåãêî îïðåäåëèòü: 𝐷[𝑗 − 1][𝐴[𝑗][𝑖]]. Çàòåì ïðîäåëàåì òå æå äåéñòâèÿ äëÿ
ÿ÷åéêè 𝐷[𝑗 − 1][𝐴[𝑗][𝑖]]. Óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî âûñàæåííûõ ¼ëîê íà 1, ìû âîññòàíîâèì
ïîëíîå ðåøåíèå.

Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîñòàâèò 𝑂(𝑁3 × 𝑀) (íåîáõîäèì ïðîõîä ïî âñåì
ÿ÷åéêàì òàáëèöû çà 𝑁2, äëÿ êàæäîé èç ÿ÷ååê ìû ïåðåáèðàåì âñåâîçìîæíûå ïðåäûäó-
ùèå êëóìáû çà 𝑁 è âñåâîçìîæíûå ñîðòà çà 𝑀).

4 LR-динамика

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìàòðèâàëè äèíàìèêó, ãäå ëèáî èñïîëüçîâàëîñü íåêî-
òîðîå ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî ïðåäûäóùèõ ïîäçàäà÷, ëèáî âñå çàäà÷è ðàçìåðíîñòüþ
îò 1 äî 𝑁 − 1. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå òàêæå âîçìîæåí âàðèàíò, êîãäà çàäà÷à çàäà¼òñÿ íå

8



îäíèì ïàðàìåòðîì 𝑁 , â äâóìÿ ïàðàìåòðàìè 𝐿 è 𝑅 � ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöåé ïîä-
ðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ ìû èùåì ðåøåíèå. Òàêæå òàêîé ìåòîä íàçûâàåòñÿ
¾äèíàìèêà ïî ïîäñòðîêàì¿. Îáû÷íî, â òàêèõ çàäà÷àõ çà áàçó äèíàìèêè áåð¼òñÿ äèàãî-
íàëü ìàòðèöû, ò.å. ïîäñòðîêè, ñîñòîÿùèå èç îäíîãî çíà÷åíèÿ (ïðè 𝐿 = 𝑅). Ïðèíöèïû
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îñòàþòñÿ òå æå ñàìûå, òåì íå ìåíåå, ðàññìîòðèì íà
ïðèìåðàõ.

Скобки
Московская командная олимпиада 2004
Íàçîâ¼ì ñòðîêó 𝑆 ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè îíà ñîñòîèò

òîëüêî èç ñèìâîëîâ '{', '}', '[', ']', '(', ')' è âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ òð¼õ
óñëîâèé:

1. 𝑆 � ïóñòàÿ ñòðîêà;

2. 𝑆 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 𝑆 = 𝑆1 +𝑆2 +𝑆3 + ...+𝑆𝑁 (𝑁 > 1), ãäå 𝑆𝑖 �� íåïóñòûå
ïðàâèëüíûå ñêîáî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à çíàê "+"îáîçíà÷àåò êîíêàòåíàöèþ
(ïðèïèñûâàíèå) ñòðîê;

3. 𝑆 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 𝑆 =′ {′+𝐶+′}′ èëè 𝑆 =′ [′+𝐶+′]′ èëè 𝑆 =′ (′+𝐶+′)′,
ãäå 𝐶 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Äàíà ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç ñèìâîëîâ '{', '}', '[', ']', '(', ')'. Òðåáóåòñÿ îïðå-
äåëèòü, êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ íàäî âñòàâèòü â ýòó ñòðîêó äëÿ òîãî,
÷òîáû îíà ñòàëà ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Формат входных данных
Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàïèñàíà ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç ñèìâîëîâ

'{','}', '[',']', '(',')'. Äëèíà ñòðîêè íå ïðåâîñõîäèò 100 ñèìâîëîâ.

Формат выходных данных
Âûâåñòè â ïåðâóþ ñòðîêó âûõîäíîãî ôàéëà åäèíñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå

÷èñëî � îòâåò íà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó.

Примеры
Входные данные Выходные данные

{(}) 2

([{}]) 0

Разбор
Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì LR-äèíàìèêè. À èìåííî, â ÿ÷åéêå òàáëèöû 𝐷[𝐿,𝑅] áóäåì

õðàíèòü ñêîëüêî ñêîáîê íåîáõîäèìî äîáàâèòü, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ñ 𝐿
ïî 𝑅 ñòàëà ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ââåä¼ì áàçó äèíàìèêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå èç îäíîé ñêîáêè, òðåáóþò äîáàâëåíèÿ îäíîé
ñêîáêè (ò.å. ãëàâíóþ äèàãîíàëü ìàòðèöû çàïîëíÿåì 1).

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ ïðàâàÿ ãðàíèöà ìåíüøå ëåâîé, òðåáóþò äîáàâëå-
íèÿ 0 ñêîáîê.
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Òåïåðü íåîáõîäèìî íàó÷èòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ ïàðàìåòðîâ 𝐿 è 𝑅 ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå
ìåíüøèå ïîäçàäà÷è óæå ðåøåíû. Â LR-äèíàìèêå ðàçìåð çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàç-
íîñòü ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé ãðàíèöåé (â íàøåì ñëó÷àå ýòî êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ).

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ î÷åíü ëåãêî. Åñëè íà ìåñòå 𝐿 ñòîèò îòêðûâàþùàÿ ñêîáêà, à íà ìåñòå
𝑅 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé çàêðûâàþùàÿ, òî 𝐷[𝐿,𝑅] = 𝐷[𝐿 + 1, 𝑅− 1]. Ýòî ñîîòíîøåíèå
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà èíòåðâàëå 𝐿+ 1, 𝑅− 1 ó íàñ óæå ïîëó÷åíà ïðàâèëüíàÿ ñêîáî÷-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à îêðóæ¼ííàÿ ïàðîé ñêîáîê îíà òàêæå îñòà¼òñÿ ïðàâèëüíîé è
äîáàâëåíèé íå òðåáóåò.

Â ñëó÷àå æå åñëè íà ìåñòàõ 𝐿 è 𝑅 íå ñòîèò ïàðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêîáîê, òî ðåøåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝐷[𝐿,𝑅] = 𝑚𝑖𝑛
𝐾=𝐿...𝑅−1

(𝐷[𝐿,𝐾] + 𝐷[𝐾 + 1, 𝑅])

Ýòà ôîðìóëà îáîçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàçáèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îò 𝐿 äî 𝑅 íà äâå ÷àñòè
âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè è âûáèðàåì ñðåäè âñåõ òàêèõ ðàçáèåíèé íàèëó÷øåå. Â
÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü '[]()' áóäåò ðàçáèòà íà äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 2 ñèì-
âîëîâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ òðåáóåò 0 äîáàâëåííûõ ñêîáîê, è ðåçóëüòàò äëÿ íå¼ òàêæå
áóäåò ðàâåí 0.

Ìåòîä ðàçáèåíèÿ íà 2 ÷àñòè ïðèìåíÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ çàäà÷àõ íà LR-äèíàìèêó,
à îòëè÷àþòñÿ îíè ëèøü íà÷àëüíîé èíèöèàëèçàöèåé è ñïåöèôè÷íûìè óñëîâèÿìè, ïðè
êîòîðûõ ìîæíî íàõîäèòü ëó÷øåå ðåøåíèå.

Òàêæå â ýòîé çàäà÷å óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììèñòñêèé ïðè¼ì, íàçûâàåìûé ¾ëå-
íèâîé äèíàìèêîé¿ èëè ¾ðåêóðñèåé ñ ìåìîðèçàöèåé¿. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ïðåäûäó-
ùèõ çàäà÷àõ ïîðÿäîê ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ îïðåäåëÿëñÿ è ðåàëèçîâûâàëñÿ ëåãêî, òî â LR-
äèíàìèêå íåîáõîäèìî ðåøàòü ïîäçàäà÷è, äâèãàÿñü ïî äèàãîíàëÿì ìàòðèöû, ÷òî óæå
íåïðèÿòíî. À âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ ïîðÿäîê îáõîäà åù¼ áîëåå çàïóòàííûé.
Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ áóäåò ïîõîæà
íà ïåðåáîð âñåõ âàðèàíòîâ, íî áóäåò çàïîìèíàòü îäíàæäû ïîñ÷èòàííîå ðåøåíèå. Â íå¼
æå ìîæíî çàãíàòü è îãðàíè÷åíèÿ. Èäåÿ åå ñëåäóþùàÿ: ñíà÷àëà çàïîëíèì âñþ ìàòðèöó,
êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ ïîäñ÷¼òà, ïðèçíàêîì îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ (íàïðèìåð, ÷èñëîì
−1). Îáðàùàòüñÿ ê ýòîé ìàòðèöå ïðè åå ïîäñ÷¼òå ìîæíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèâíîé
ôóíêöèè, ò.å. ÷òîáû îáðàòèòñÿ ê ýëåìåíòó 𝐷[𝐿][𝑅] íåîáõîäèìî êàæäûé ðàç âûçûâàòü
ôóíêöèþ 𝑓(𝐿,𝑅). Ôóíêöèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò ïðîâåðÿòü, ïîäñ÷èòàíî ëè ýòî çíà-
÷åíèå è åñëè äà, òî âîçâðàùàòü åãî. Èíà÷å íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü çíà÷åíèå, ñîõðàíèòü
åãî â ìàòðèöå è îïÿòü æå âåðíóòü. Äëÿ ýòî çàäà÷è ôóíêöèÿ ìîæåò âûãëÿäåòü òàê (ìû
ðàññìîòðèì ïðèìåð òîëüêî äëÿ êðóãëûõ ñêîáîê, îñòàëüíûå íåñëîæíî äîáàâèòü):

int f(int L, int R)

{

int K, now;

if (D[L][R] == -1) // значение еще не подсчитано

if (R < L) D[L][R] = 0; // база динамики №1

else if (R == L) D[L][R] = 1; // база динамики №2

else

if ((S[L] == ’(’) && (S[R] == ’)’)) D[L][R] = f(L+1, R-1);

else { // первая и последняя скобки не образуют пары

D[L][R] = R-L+1; // в худшем случае к каждой добавим
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for (K = L; K < R; K++) { // разбиваем на две части

now = f(L, K) + f(K+1, R); // ищем стоимость

if (now < D[L][R]) D[L][R] = now; // если надо меняем

}

}

return D[L][R]; // возвращаем последнее значение

}

Òåïåðü äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü âõîäíóþ ñòðîêó
𝑆, çàïîëíèòü ìàòðèöó 𝐷 ïðèçíàêàìè íåïîäñ÷èòàííîñòè ðåøåíèÿ è âûâåñòè çíà÷åíèå
ôóíêöèè 𝑓(0, 𝑁 − 1), ãäå 𝑁 � äëèíà âõîäíîé ñòðîêè 𝑆. Âñå îñòàëüíîå ñäåëàåòñÿ ¾ñàìî¿
è î ïîðÿäêå âû÷èñëåíèÿ ïîäçàäà÷ áåñïîêîèòñÿ íå ñëåäóåò.

Ðåàëèçîâûâàòü ëåíèâóþ äèíàìèêó íàäî âñåãäà èñõîäÿ èç ïðèâåä¼ííîé âûøå ñõåìû:
ýòî ïîçâîëèò ïèñàòü åå êîðîòêî è ïðàâèëüíî. Ëåíèâàÿ äèíàìèêà ïðèìåíèìà âî âñåõ
çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è, ìåñòàìè, äàæå áîëåå ïîíÿòíà, íî çëîóïî-
òðåáëÿòü åé íå ñòîèò, ò.ê. îíà âûçûâàåò íàêëàäíûå ðàñõîäû êàê ïî ïàìÿòè (çàáèâàåòñÿ
ñòåê), òàê è ïî âðåìåíè (çàïóñê ôóíêöèè � íå ñàìàÿ áûñòðàÿ îïåðàöèÿ).

Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó, íåìíîãî íåñòàíäàðòíóþ, ïðîñòóþ çàäà÷ó íà LR-äèíàìèêó:

Максимальный подпалиндром
Командный чемпионат школьников Санкт-Петербурга 1999
Ïàëèíäðîìîì íàçûâàåòñÿ ñòðîêà, êîòîðàÿ îäèíàêîâî ÷èòàåòñÿ êàê ñëåâà íàïðàâî,

òàê è ñïðàâà íàëåâî. Ïîäïàëèíäðîìîì äàííîé ñòðîêè íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñèìâîëîâ èç äàííîé ñòðîêè, íå îáÿçàòåëüíî èäóùèõ ïîäðÿä, ÿâëÿþùàÿñÿ ïàëèíäðîìîì.
Íàïðèìåð, HELOLEH ÿâëÿåòñÿ ïîäïàëèíäðîìîì ñòðîêè HTEOLFEOLEH. Íàïèøèòå ïðîãðàì-
ìó, íàõîäÿùóþ â äàííîé ñòðîêå ïîäïàëèíäðîì ìàêñèìàëüíîé äëèíû.

Формат входных данных
Âî âõîäíîì ôàéëå íàõîäèòñÿ ñòðîêà äëèíîé íå áîëåå 100 ñèìâîëîâ, ñîñòîÿùàÿ èç

çàãëàâíûõ áóêâ ëàòèíñêîãî àëôàâèòà.

Формат выходных данных
Âûâåäèòå íà ïåðâîé ñòðîêå âûõîäíîãî ôàéëà äëèíó ìàêñèìàëüíîãî ïîäïàëèíäðî-

ìà, à íà âòîðîé ñòðîêå ñàì ìàêñèìàëüíûé ïîäïàëèíäðîì. Åñëè òàêèõ ïîäïàëèíäðîìîâ
íåñêîëüêî, òî âàøà ïðîãðàììà äîëæíà âûâåñòè ëþáîé èç íèõ.

Пример
Входные данные Выходные данные

HTEOLFEOLEH 7

HELOLEH

Разбор
Îòëè÷èå ýòîé çàäà÷è îò ñòàíäàðòíîé LR-äèíàìèêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçáèåíèÿ íà

äâå ÷àñòè íå ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíû-
ìè ñðåäñòâàìè: çàâåä¼ì ìàòðèöó 𝐷 ãäå ïåðâûé èíäåêñ áóäåò îçíà÷àòü ëåâóþ ãðàíèöó
ïîäñòðîêè, äëÿ êîòîðîé ìû èùåì ìàêñèìàëüíûé ïîäïàëèíäðîì, à âòîðîé � ïðàâóþ.

Áàçà äèíàìèêè áóäåò ñëåäóþùåé: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 0 èëè îòðèöàòåëüíîãî êî-
ëè÷åñòâà ñèìâîëîâ (êîãäà 𝐿 áîëüøå ÷åì 𝑅) èìååò ìàêñèìàëüíûé ïîäïàëèíäðîì äëèíû
0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 1 ñèìâîëà äà¼ò ïîäïàëèíäðîì äëèíû 1 (ïîñêîëüêó ñòðîêà
äëèíû 1 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì).

Ïåðåõîä ê áîëüøåé çàäà÷å îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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∙ Åñëè 𝑆[𝐿] = 𝑆[𝑅], òî 𝐷[𝐿,𝑅] = 𝐷[𝐿 + 1, 𝑅− 1] + 2

∙ Åñëè 𝑆[𝐿] ̸= 𝑆[𝑅], òî 𝐷[𝐿,𝑅] = 𝑚𝑎𝑥(𝐷[𝐿,𝑅− 1], 𝐷[𝐿 + 1, 𝑅])

Ïðè ðåàëèçàöèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ëåíèâóþ äèíàìèêó.

5 Динамика по профилю

Äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì ïî ïðîôèëþ íàçûâàåòñÿ òàêîé âèä äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîãäà ïîäçàäà÷à ìåíüøåãî ðàçìåðà îêàí÷èâàåòñÿ íåêîòîðîé
êîíôèãóðàöèåé (ïðîôèëåì), êîòîðóþ ìîæíî çàêîäèðîâàòü ÷èñëîì. Ê ïîäçàäà÷å äî-
áàâëÿåòñÿ åù¼ îäèí ýëåìåíò ñ íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèåé è îí ñòàíîâèòñÿ ïðîôèëåì
íîâîé ïîäçàäà÷è. Êðîìå òîãî, ìîæíî ñîñòàâèòü òàáëèöó äîïóñòèìûõ ïåðåõîäîâ îò îä-
íîãî ïðîôèëÿ ê äðóãîìó; ñîñòàâèòü íàáîð äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ ïðîôèëåé è ðåøàòü
çàäà÷ó, óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïîäçàäà÷å. Îáû÷íî çàäà÷è íà äèíàìèêó
ïî ïðîôèëþ òðåáóþò ïîäñ÷¼òà ÷èñëà ðåøåíèé. Îáðàòèìñÿ, êàê îáû÷íî ïðè èçó÷åíèè
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ê ïðèìåðàì.

Симпатичные узоры
Всероссийская командная олимпиада школьников по программирова-

нию 2000
Êîìïàíèÿ BrokenTiles ïëàíèðóåò çàíÿòüñÿ âûêëàäûâàíèåì âî äâîðàõ ó ñîñòîÿòåëü-

íûõ êëèåíòîâ óçîð èç ÷¼ðíûõ è áåëûõ ïëèòîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàçìåð 1 × 1
ìåòð. Èçâåñòíî, ÷òî äâîðû âñåõ ñîñòîÿòåëüíûõ ëþäåé èìåþò íàèáîëåå ìîäíóþ íà ñåãî-
äíÿ ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà 𝑀 ×𝑁 ìåòðîâ.

Îäíàêî ïðè ñîñòàâëåíèè ôèíàíñîâîãî ïëàíà ó äèðåêòîðà ýòîé îðãàíèçàöèè ïîÿâè-
ëîñü öåëûõ äâå ñåðü¼çíûõ ïðîáëåìû: âî ïåðâûõ, êàæäûé íîâûé êëèåíò î÷åâèäíî çà-
õî÷åò, ÷òîáû óçîð, âûëîæåííûé ó íåãî âî äâîðå, îòëè÷àëñÿ îò óçîðîâ âñåõ îñòàëüíûõ
êëèåíòîâ ýòîé ôèðìû, à âî âòîðûõ, ýòîò óçîð äîëæåí áûòü ñèìïàòè÷íûì. Êàê ïîêàçàëî
èññëåäîâàíèå, óçîð ÿâëÿåòñÿ ñèìïàòè÷íûì, åñëè â íåì íèãäå íå âñòðå÷àåòñÿ êâàäðàòà
2× 2 ìåòðà, ïîëíîñòüþ ïîêðûòîãî ïëèòêàìè îäíîãî öâåòà. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíû ïðè-
ìåðû ðàçëè÷íûõ ñèìïàòè÷íûõ óçîðîâ, à íà ðèñóíêå 2 � íåñèìïàòè÷íûõ.

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ôèíàíñîâîãî ïëàíà äèðåêòîðó íåîáõîäèìî óçíàòü, ñêîëüêî êëèåí-
òîâ îí ñìîæåò îáñëóæèòü, ïðåæäå ÷åì ñèìïàòè÷íûå óçîðû äàííîãî ðàçìåðà çàêîí÷àòñÿ.
Ïîìîãèòå åìó!

Формат входных данных
Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíûõ äàííûõ ñîäåðæàòñÿ äâà ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà, ðàç-

äåë¼ííûõ ïðîáåëîì: 𝑀 è 𝑁 (1 6 𝑀 ×𝑁 6 30).

Формат выходных данных
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Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå ÷èñëî � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñèìïàòè÷íûõ óçîðîâ, êîòî-
ðûå ìîæíî âûëîæèòü âî äâîðå ðàçìåðà 𝑀 ×𝑁 . Óçîðû, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà
ñäâèãîì, ïîâîðîòîì èëè îòðàæåíèåì, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.

Примеры
Входные данные Выходные данные

2 2 14

3 3 322

Разбор
Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ êëåòêà òàáëèöû ìîæåò èìåòü äâà ñîñòîÿíèÿ: áûòü áåëîé (0)

èëè ÷¼ðíîé (1). Èç îãðàíè÷åíèé ê çàäà÷å ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî äëèíà ìèíèìàëüíîé èç
ñòîðîí íå ïðåâûñèò 5, áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíóþ èç ñòîðîí ñòîëáöîì.

Åñëè â òàáëèöå âñåãî îäèí ñòîëáåö, òî îí ìîæåò áûòü çàïîëíåí ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì, ò.å. îòâåòîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ ÷èñëî 𝑀2.

Êàæäûé ñòîëáåö êîäèðóåòñÿ 5 áèòàìè è ìîæåò èìåòü 25 ñîñòîÿíèé. Áóäåì íàçûâàòü
÷èñëî, êîòîðûì êîäèðóåòñÿ ñòîëáåö профилем. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñòîëáöû ñ íîìå-
ðàìè îò 1 äî 𝐾 − 1 óæå ïîëíîñòüþ êîððåêòíî çàïîëíåíû è ñòîëáåö ñ íîìåðîì 𝐾 − 1
èìååò ïðîôèëü ðàâíûé ÷èñëó 𝑀 .

Íà ðèñóíêå ïîñëåäíèé ñòîëáåö èìååò ïðîôèëü 011002 èëè 1210. Ïîêàæåì ñîâìåñòè-
ìûå ñ íèì ïðîôèëè, êîòîðûå ïðè ðàñïîëîæåíèè ñòîëáöîâ ðÿäîì íå îáðàçóþò êâàäðàò
2 × 2 îäíîãî öâåòà. Òàêèìè ïðîôèëÿìè áóäóò ïðîôèëè 000012, 000102, 000112, 001012,
001102, 001112, 010012, 010102, 010112, 100012, 100102, 100112, 101012, 101102, 101112,
110012, 110102 è 110112.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè èìååòñÿ êîððåêòíàÿ òàáëèöà èç𝐾−1 ñòîëáöà, îêàí÷èâàþùàÿñÿ
ïðîôèëåì 011002, òî èç íå¼ ìîæíî ïîëó÷èòü òàáëèöû äëèíîé 𝐾 è èìåþùèå â êà÷åñòâå
ïðîôèëÿ îäíî èç 18 ñîâìåñòèìûõ ñ 011002 ÷èñåë. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé äëèíû òàáëèöû è
å¼ ïðîôèëÿ ìîæíî õðàíèòü êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ñîñòàâèòü òàêóþ êîððåêòíóþ òàáëèöó,
à ïðè êàæäîì ïåðåõîäå ñóììèðîâàòü äëÿ òàáëèöû äëèíû 𝐾 ñ ïðîôèëåì 𝑃 âñå çíà÷åíèÿ
äëÿ òàáëèö äëèíû 𝐾 − 1 è ïðîôèëåì, ñîâìåñòèìûì ñ 𝑃 . Â âèäå ôîðìóëû ýòî ìîæíî
çàïèñàòü òàê:

𝐷[𝐾][𝑃 ] =
2𝑀∑︁
𝐿=0

𝐷[𝐾 − 1][𝐿] × 𝑔(𝑃,𝐿)

Ãäå 𝐾 � äëèíà òàáëèöû, 𝑃 � èíòåðåñóþùèé íàñ ïðîôèëü,𝑀 � âûñîòà ñòîëáöà, 𝐿 �
ïðîôèëü ïðåäûäóùåãî ñòîëáöà, à ôóíêöèÿ 𝑔(𝑃,𝐿) âîçâðàùàåò 1 â ñëó÷àå, åñëè ñòîëáöû
𝑃 è 𝐿 ñîâìåñòèìû è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Áàçà äèíàìèêè, êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå,
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðè 𝐾 = 1 äëÿ ëþáîãî ïðîôèëÿ êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàñêðàñ-
êè êëåòîê ðàâíî åäèíèöå. Ïîëó÷àòü ðåøåíèå ñëåäóåò äâèãàÿñü ñíà÷àëà ïî êîëè÷åñòâó
ñòîëáöîâ, äëÿ êàæäîãî èç ñòîëáöîâ ïåðåáèðàòü ïðîôèëü è äëÿ êàæäîãî ïðîôèëÿ, â
ñâîþ î÷åðåäü, ïåðåáèðàòü âñå ïðåäûäóùèå ïðîôèëè.

Ôóíêöèþ 𝑔(𝑃,𝐿) ìîæíî çàìåíèòü ïðåäïîäñ÷èòàííîé ìàòðèöåé, ÷òîáû íå âûçûâàòü
ïðîâåðêó íà ñîâìåñòèìîñòü ïðîôèëåé ìíîãî ðàç. Ïðè ýòîì ñ÷èòàòü ñîâìåñòèìîñòü ïðî-
ôèëåé óäîáíî ñ èñïîëüçîâàíèåì áèòîâûõ îïåðàöèé.

Ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ ñîñòàâèò 𝑂(𝑁× (2𝑀)2). Îòâåò ãàðàíòèðîâàííî íå ïðåâû-
ñèò 230 ñòåïåíè, ò.ê. âñåãî, äàæå áåç îãðàíè÷åíèé, âñþ òàáëèöó ìîæíî ðàñêðàñèòü 230
ñïîñîáàìè.

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ íà äèíàìèêó ïî ïðîôèëþ.

Симпатичные узоры возвращаются
Зимние сборы к международной олимпиаде 2003
Ñî âðåì¼í íàïèñàíèÿ óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ìíîãîå èçìåíèëîñü. Ñèìïàòè÷íûå

óçîðû ñòàëè î÷åíü ïîïóëÿðíû ïî âñåìó ìèðó, ïîýòîìó ëþäè ãîòîâû ñîäåðæàòü î÷åíü
áîëüøîé ó÷àñòîê çåìëè, ëèøü áû èìåòü íà íåé óçîð, íå âñòðå÷àþùèéñÿ áîëüøå íèãäå.

Òåïåðü êîìïàíèÿ BrokenTiles ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì ïðîèçâîäèòåëåì ñèìïàòè÷íûõ óçî-
ðîâ â ìèðå! Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïëàíà èñïîëíèòåëüíîìó äèðåêòîðó Âàñå ïî-ïðåæíåìó íåîá-
õîäèìî çíàòü, ñêîëüêî êëèåíòîâ ìîãóò ðàññ÷èòûâàòü íà óçîð äàííûõ ðàçìåðîâ.

Òàê êàê ìàñøòàáû áóêâàëüíî ìèðîâûå, 𝑁 6 10100. Îäíàêî Âàñÿ íå ëþáèò áîëüøèå
÷èñëà, ïîýòîìó ïðîñèò âûäàòü îòâåò ïî ìîäóëþ 𝑃 .

Формат входных данных
Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíûõ äàííûõ ñîäåðæàòñÿ òðè ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà, ðàç-

äåë¼ííûõ ïðîáåëîì: 𝑁 , 𝑀 è 𝑃 (1𝑁 6 10100, 1 6 𝑀 6 5, 1 6 𝑃 6 10 000).

Формат выходных данных
Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå ÷èñëî � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñèìïàòè÷íûõ óçîðîâ, êîòî-

ðûå ìîæíî âûëîæèòü âî äâîðå ðàçìåðà 𝑀 × 𝑁 ïî ìîäóëþ 𝑃 . Óçîðû, ïîëó÷àþùèåñÿ
äðóã èç äðóãà ñäâèãîì, ïîâîðîòîì èëè îòðàæåíèåì, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.

Примеры
Входные данные Выходные данные

2 2 5 4

3 3 23 0
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Разбор
Ýòà çàäà÷à î÷åíü ïîõîæà íà ïðåäûäóùóþ, íî òà ðåøàëàñü çà ëèíåéíîå îò 𝑁 âðåìÿ,

÷òî íàâåðíÿêà âûçîâåò ïðåâûøåíèå îãðàíè÷åíèÿ íà âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû, ïðè 𝑁 =
10100.

Òåì íå ìåíåå, çàäà÷à ðåøàåìàÿ. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî ìû óìååì ñ÷èòàòü ÷èñëà
Ôèáîíà÷÷è çà 𝑂(log𝑁) è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîõîæèì ìåòîäîì. Ïóñòü ó íàñ åñòü òàáëèöà
ñîâìåñòèìîñòè ïðîôèëåé 𝐺 ðàçìåðîì 2𝑀 × 2𝑀 . Ïðèâåä¼ì ïðèìåð òàêîé òàáëèöû äëÿ
𝑀 = 2: ⎛⎜⎜⎝

0 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 0

⎞⎟⎟⎠
Åäèíèöà íà ïåðåñå÷åíèè 𝑖-îé ñòðîêè è 𝑗-ãî ñòîëáöà îáîçíà÷àåò, ÷òî ïåðåõîä îò ïðî-

ôèëÿ 𝑖 ê ïðîôèëþ 𝑗 âîçìîæåí. Åñëè ìû ïðîñóììèðóåì çíà÷åíèÿ âñåõ ÿ÷ååê ýòîé ìàò-
ðèöû, òî ïîëó÷èì êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè ïðÿìîóãîëüíèêà 2 × 2. Âñïîìíèì,
êàê äåëàëñÿ ïåðåõîä îò îäíîãî ïðîôèëÿ ê äðóãîìó:

𝐷[𝐾][𝑃 ] =
2𝑀∑︁
𝐿=0

𝐷[𝐾 − 1][𝐿] ×𝐺[𝑃 ][𝐿]

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïðîôèëÿ ìû ïåðåáèðàåì âñå äðóãèå ïðîôèëè è ñóì-
ìèðóåì êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ â ñëó÷àå, åñëè îíè ñîâìåñòèìû (åñëè îíè íåñîâìåñòèìû,
òî òîæå ñóììèðóåì, íî íóëè). Ýòî ÷ðåçâû÷àéíî ïîõîæå íà óìíîæåíèå ìàòðèö. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì ìàòðèöó 𝐺 è âîçâåä¼ì åå â êâàäðàò. Ïðè ýòîì èäåéíî ïðîèçîéä¼ò
ñëåäóþùåå: ìû áóäåì èäòè îò ïðîôèëÿ 𝑖 â ïðîôèëü 𝑗 ÷åðåç âñåâîçìîæíûå ïðîôèëè,
ò.å. ìû ïåðåáåð¼ì âñå 𝑘 è, â ñëó÷àå, åñëè âîçìîæíû ïåðåõîäû èç 𝑖 â 𝑘 è èç 𝑘 â 𝑗, òî óâå-
ëè÷èì êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ïîïàñòü èç 𝑖 â 𝑗 çà äâà øàãà íà 1. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû 𝐺2 áóäåò ðàâíà îòâåòó äëÿ çàäà÷è ïðè 𝑁 = 3. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
äåëàòü ïåðåõîä íå ÷åðåç îäèí, à ÷åðåç íåñêîëüêî øàãîâ. Ò.å. ñóììà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
𝐺𝑁−1 áóäåò ðàâíà îòâåòó íà çàäà÷ó äëèíû 𝑁 . Äëÿ óñêîðåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ áûñòðûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü (îíî ïðèìåíèìî äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ, äîïóñêàþùèõ
óìíîæåíèå), îíî è äðóãèå íåîáõîäèìûå îïåðàöèè îïèñàíû â ëåêöèè, ïîñâÿù¼ííîé àðèô-
ìåòèêå è òåîðèè ÷èñåë.
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