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1 Введение

Äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì íàçûâàåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøàòü
¾ïåðåáîðíûå¿ çàäà÷è, îïèðàÿñü íà óæå ðåø¼ííûå ïîäçàäà÷è ìåíüøåãî ðàçìåðà. Ïðè
ýòîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå ðåøåíèÿ ìîæíî áûëî çàïîìíèòü â òàáëèöå (ò.å. äàííûå,
ïîñ÷èòàííûå îäíàæäû, íå ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ).

Èäåè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ î÷åíü ïîõîæè íà èäåè ìåòîäà äîêàçàòåëü-
ñòâà ïî èíäóêöèè, èçâåñòíîãî èç øêîëüíîé ïðîãðàììû ìàòåìàòèêè. Ñôîðìóëèðóåì
íåîáõîäèìûå òðåáîâàíèÿ:

1. Âñå ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ äîëæíû çàïîìèíàòüñÿ â òàáëèöå.

2. Ñóùåñòâóåò èçâåñòíûå ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è ñ ìàëîé ðàçìåðíîñòüþ (àíàëîãè÷íî
ïðîâåðêå äëÿ ìèíèìàëüíîãî ïàðàìåòðà â ìåòîäå ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè).

3. Ñóùåñòâóåò ñïîñîá âûðàçèòü ðåøåíèå çàäà÷è ÷åðåç ïîäçàäà÷è (âîçìîæíî, îòëè÷-
íûå îò èñõîäíîé çàäà÷è) ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ýòî áîëüøå âñåãî íàïîìèíàåò
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå â ìàòåìàòèêå.

Òðåáîâàíèå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà (èëè îäíîãî
èç ïàðàìåòðîâ, åñëè èõ íåñêîëüêî) â ïîäçàäà÷å äîëæíî áûòü ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà â çàäà÷å è â èòîãå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäçàäà÷ äîëæíà ñõîäèòüñÿ ê èçâåñò-
íûì ðåøåíèÿì (íóëåâîìó ïàðàìåòðó, íàïðèìåð). Åñëè ïàðàìåòðû ïîäçàäà÷ ¾óõîäÿò â
áåñêîíå÷íîñòü¿ èëè âîçíèêàåò êðóãîâàÿ çàâèñèìîñòü � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåïðèìåíèì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàçóìíî ïîäñ÷èòàòü
ñóììó âñåõ ïàðàìåòðîâ è òðåáîâàòü, ÷òîáû íà êàæäîì øàãå ýòà ñóììà óìåíüøàëàñü
(îäíàêî ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî).

Çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äåëÿòñÿ íà äâà òèïà: îïòèìèçàöèÿ öåëå-
âîé ôóíêöèè è ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå íàì íåîáõî-
äèìî âûáðàòü ëó÷øåå ñðåäè âñåõ ðåøåíèé ïîäçàäà÷, âî âòîðîì � ïðîñóììèðîâàòü âñå
êîëè÷åñòâà ðåøåíèé ïîäçàäà÷.
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Â ñëó÷àå åñëè èùåòñÿ ðåøåíèå, èíîãäà áûâàåò íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü íå òîëüêî ñàì
îòâåò, íî è âîññòàíîâèòü ðåøåíèå ïîëíîñòüþ (çàïèñàòü, êàêèå äåéñòâèÿ âûïîëíÿëèñü
íà êàæäîì øàãå).

2 Оптимизация целевой функции

Ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà ïîäçàäà÷ îòíîñÿò-
ñÿ òå çàäà÷è, â êîòîðûõ ðåøåíèå ìîæíî íàéòè èñõîäÿ èç çíàíèÿ ðåøåíèé íåñêîëüêèõ
ïðåäûäóùèõ çàäà÷. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðèìåðû èñõîäÿ èç ïðèâåä¼ííîé âûøå ñõåìû.
Покупка билетов
Московская олимпиада 2003
Çà áèëåòàìè íà ïðåìüåðó íîâîãî ìþçèêëà âûñòðîèëàñü î÷åðåäü èç 𝑁 ÷åëîâåê, êàæ-

äûé èç êîòîðûõ õî÷åò êóïèòü 1 áèëåò. Íà âñþ î÷åðåäü ðàáîòàëà òîëüêî îäíà êàññà,
ïîýòîìó ïðîäàæà áèëåòîâ øëà î÷åíü ìåäëåííî, ïðèâîäÿ ¾ïîñòîÿëüöåâ¿ î÷åðåäè â îò÷à-
ÿíèå. Ñàìûå ñîîáðàçèòåëüíûå áûñòðî çàìåòèëè, ÷òî, êàê ïðàâèëî, íåñêîëüêî áèëåòîâ
â îäíè ðóêè êàññèð ïðîäà¼ò áûñòðåå, ÷åì êîãäà ýòè æå áèëåòû ïðîäàþòñÿ ïî îäíîìó.
Ïîýòîìó îíè ïðåäëîæèëè íåñêîëüêèì ïîäðÿä ñòîÿùèì ëþäÿì îòäàâàòü äåíüãè ïåðâîìó
èç íèõ, ÷òîáû îí êóïèë áèëåòû íà âñåõ.

Îäíàêî äëÿ áîðüáû ñî ñïåêóëÿíòàìè êàññèð ïðîäàâàëà íå áîëåå 3-õ áèëåòîâ â îäíè
ðóêè, ïîýòîìó äîãîâîðèòüñÿ òàêèì îáðàçîì ìåæäó ñîáîé ìîãëè ëèøü 2 èëè 3 ïîäðÿä
ñòîÿùèõ ÷åëîâåêà.

Èçâåñòíî, ÷òî íà ïðîäàæó 𝑖-ìó ÷åëîâåêó èç î÷åðåäè îäíîãî áèëåòà êàññèð òðàòèò 𝐴𝑖

ñåêóíä, íà ïðîäàæó äâóõ áèëåòîâ � 𝐵𝑖 ñåêóíä, òðåõ áèëåòîâ � 𝐶𝑖 ñåêóíä. Íàïèøèòå
ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïîäñ÷èòàåò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, çà êîòîðîå ìîãëè áûòü îáñëóæåíû
âñå ïîêóïàòåëè.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî áèëåòû íà ãðóïïó îáúåäèíèâøèõñÿ ëþäåé âñåãäà ïîêóïàåò
ïåðâûé èç íèõ. Òàêæå íèêòî â öåëÿõ óñêîðåíèÿ íå ïîêóïàåò ëèøíèõ áèëåòîâ (òî åñòü
áèëåòîâ, êîòîðûå íèêîìó íå íóæíû).

Âî âõîäíîì ôàéëå çàïèñàíî ñíà÷àëà ÷èñëî 𝑁 � êîëè÷åñòâî ïîêóïàòåëåé â î÷åðåäè
(1 ≤ 𝑁 ≤ 5000). Äàëåå èäåò 𝑁 òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖. Êàæäîå èç ýòèõ
÷èñåë íå ïðåâûøàåò 3600. Ëþäè â î÷åðåäè íóìåðóþòñÿ íà÷èíàÿ îò êàññû.

Â âûõîäíîé ôàéë âûâåäèòå îäíî ÷èñëî � ìèíèìàëüíîå âðåìÿ â ñåêóíäàõ, çà êîòîðîå
ìîãëè áûòü îáñëóæåíû âñå ïîêóïàòåëè.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïî ïðèâåä¼ííîé âûøå ñõåìå.
Ñîçäàäèì îäíîìåðíûé ìàññèâ (𝑋), äëèíîé 5000, â 𝑖-îé ÿ÷åéêå êîòîðîãî áóäåì çàïî-

ìèíàòü âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîêóïêè áèëåòîâ âñåìè ëþäüìè äî 𝑖-ãî âêëþ÷èòåëüíî.
Äàëåå � íà÷àëüíûå äàííûå. Ñîçäàäèì â ìàññèâå áàðüåð � òð¼õ ôèêòèâíûõ ëþäåé

ñ íîìåðàìè 0, −1 è −2; â ñîîòâåòñòâóþùèå ÿ÷åéêè çàïîëíèì íóëÿìè (âðåìÿ ïîêóïêè
áèëåòîâ ôèêòèâíûìè ëþäüìè � 0 ñåêóíä). Çàïîëíèì ñîîòâåòñòâóþùèå ÿ÷åéêè ìàññèâîâ
𝐴, 𝐵 è 𝐶 ¾áåñêîíå÷íîñòüþ¿, êîòîðîé â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ëþáîå ÷èñëî áîëüøå
3600 (ôèêòèâíûå ëþäè ïîêóïàþò áèëåòû î÷åíü ìåäëåííî, ýòî íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíè
íèêîãäà íå ó÷àñòâîâàëè â ðåøåíèè).

Òåïåðü çàïèøåì îïòèìèçèðóþùóþ ôóíêöèþ. Ïóñòü çàïîëíåíû âñå ÿ÷åéêè äî 𝐾-îé,
íå âêëþ÷àÿ åå. Íàì íåîáõîäèìî âûðàçèòü 𝑋[𝐾] ÷åðåç óæå ðåø¼ííûå ïîäçàäà÷è. Äëÿ
êàæäîãî ÷åëîâåêà (åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî çà íèì î÷åðåäè íåò) ñóùåñòâóåò âñåãî 3 âàðèàíòà
ïðèîáðåñòè áèëåò: ëèáî âñå äî íåãî ïîêóïàþò áèëåò, è îí áåðåò òîëüêî äëÿ ñåáÿ; ëèáî âñå,
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êðîìå ïðåäûäóùåãî ïîêóïàþò ñåáå áèëåòà, à ïðåäûäóùèé áåðåò äâà áèëåòà; ëèáî âñå,
êðîìå äâóõ ïðåäûäóùèõ ïîêóïàþò ñåáå áèëåòû, à ñòîÿùèé íà ïîçèöèè 𝐾 − 2 ïîêóïàåò
3 áèëåòà. Ò.ê. òðåáóåòñÿ ïîñ÷èòàòü ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, òî ôîðìóëà áóäåò âûãëÿäåòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑋[𝐾] = 𝑚𝑖𝑛(𝑋[𝐾 − 1] + 𝐴𝑘, 𝑋[𝐾 − 2] +𝐵𝑘−1, 𝑋[𝐾 − 3] + 𝐶𝑘−2)
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ íàì íåîáõîäèìî èíèöèàëèçèðîâàòü ìàññèâ 𝑋 ôèêòèâ-

íûìè ëþäüìè, ñ÷èòàòü ìàññèâû 𝐴, 𝐵 è 𝐶, è ïðîãíàòü öèêë ïî 𝐾 îò 1 äî 𝑁 . Îòâåò áóäåò
ñîäåðæàòüñÿ â ÿ÷åéêå 𝑋[𝑁 ].

Ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíà.
Ðàññìîòðèì çàäà÷è, ãäå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà òðåáóþòñÿ âñå óæå ðåø¼ííûå çàäà÷è

ìåíüøåãî ðàçìåðà.
Äëÿ ïðèìåðà âîçüì¼ì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: çà-

äà÷ó î íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Óñëîâèå åå òàêîãî:
Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 𝑁 ÷èñåë. Òðåáóåòñÿ íàéòè äëèíó íàèáîëüøåé âîçðàñòà-

þùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ýëåìåíòû â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå îáÿçàòåëüíî èäóò
ïîäðÿä (ò.å. ÷àñòü ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ¾âûáðîñèòü¿) è êàæ-
äûé ýëåìåíò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæåí áûòü áîëüøå ïðåäûäóùèõ.

Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî óæå âûðàáîòàííîé ñõåìå.
Ñîçäàäèì îäíîìåðíûé ìàññèâ (𝑋) äëèíû 𝑁 , â 𝐾-îé ÿ÷åéêå êîòîðîãî áóäåì õðàíèòü

ìàêñèìàëüíóþ äëèíó âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò ñ íîìåðîì 𝐾.

Â äàííîé çàäà÷å íå áóäåì ñîçäàâàòü áàðüåð, à ïîäáåð¼ì òàêóþ îïòèìèçèðóþùóþ
ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ñìîæåò îáîéòèñü áåç íåãî.

Ñàìà îïòèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñðåäè âñåõ
ïðåäûäóùèõ ÷èñåë, ìåíüøèõ òåêóùåãî, âûáåðåì òî, äëÿ êîòîðîãî äëèíà íàèáîëüøåé
âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìàëüíà. Åñëè òàêèõ ÷èñåë íå íàøëîñü, òî
â 𝑋[𝐾] çàïèøåì 1 (ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç îäíîãî ÷èñëà).

𝑋[𝐾] = max𝑖=0,𝑘−1(𝑋[𝑖]|𝑋[𝐾] > 𝑋[𝑖]) + 1
Êàê óæå áûëî îïèñàíî âûøå, â ñëó÷àå, åñëè òàêèõ ÷èñåë íå íàøëîñü, ôóíêöèÿ 𝑚𝑎𝑥

äîëæíà âîçâðàùàòü 0.
×òîáû ïîëó÷èòü îòâåò, íåîáõîäèìî ïðîñìîòðåòü âñå ýëåìåíòû ìàññèâà 𝑋 è âûáðàòü

ñðåäè íèõ ìàêñèìàëüíûé.
Äàííîå ðåøåíèå âåðíî, ò.ê. ìû ïåðåáèðàåì âñå âàðèàíòû (íî íå ïåðåñ÷èòûâàåì êàæ-

äûé ðàç ðåøåíèå ïîäçàäà÷è).
Ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ áóäåò 𝑂(𝑁2).

3 Восстановление решения

Â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ ìû òîëüêî íàõîäèëè îòâåò, íî íå âîññòàíàâëèâàëè ñàìîãî ðå-
øåíèÿ. Íàïðèìåð, â çàäà÷å î ïîêóïêå áèëåòîâ ìîãëî áû òðåáîâàòüñÿ óêàçàòü, ñêîëüêî
áèëåòîâ êóïèë êàêîé ÷åëîâåê. À â çàäà÷å î ïîèñêå íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè � óêàçàòü ýëåìåíòû ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îáû÷íî âîññòàíîâëåíèå ïðîâîäèòñÿ çàäîì íàïåð¼ä, ò.å. îò îòâåòà ê íà÷àëüíîé ïîçè-
öèè è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ëèáî
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öèêëû, êîòîðûå ¾ïåðåïðûãèâàþò¿ íåêîòîðûå ýëåìåíòû, äâèãàÿñü îò êîíöà ê íà÷àëó
èëè ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè.

Òàê, â çàäà÷å î íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ òîãî, ÷òîáû
âîññòàíîâèòü åå íåîáõîäèìî êðîìå äëèíû õðàíèòü åù¼ è íîìåð ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà
(à äëÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîãäà äëèíà ðàâíà 1, íåêèé ñïåöè-
àëüíûé ïðèçíàê, íàïðèìåð, ÷èñëî −1). Çàòåì, ïîñëå òîãî, êàê ìû íàéä¼ì ýëåìåíò ñ
îòâåòîì, ïîëó÷èì ðåøåíèå, åñëè áóäåì äâèãàòüñÿ, íà÷èíàÿ ñ åãî íîìåðà è ïåðåõîäÿ íà
ïðåäûäóùèé äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîñòèãëè −1. Îòâåò áóäåò ïîëó÷åí â îáðàòíîì ïîðÿäêå,
ñóùåñòâóåò äâà âàðèàíòà � çàïèñàòü âî âñïîìîãàòåëüíûé ìàññèâ è âûâåñòè åãî ñ êîíöà,
ëèáî èñïîëüçîâàòü ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ ïåðåõîäà íà ïðåäûäóùèé è âûâîäèòü îòâåò
íà âûõîäå èç ôóíêöèè. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðåêóðñèÿ ðàáîòàåò ìåäëåííåå è çàíèìàåò
áîëüøå ïàìÿòè.

Ðàññìîòðèì, â êà÷åñòâå ïðèìåðà, åù¼ îäíó êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ: äèñêðåòíóþ çàäà÷ó î ðþêçàêå.

Äàí íàáîð, ñîñòîÿùèé èç 𝑁 íåäåëèìûõ ïðåäìåòîâ (ò.å. ðàçäåëÿòü êàæäûé ïðåä-
ìåò íà ÷àñòè íåëüçÿ), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðîãî èçâåñòåí åãî âåñ 𝑀𝑖 è ñòîèìîñòü 𝑆𝑖.
Ìàêñèìàëüíàÿ ãðóçîïîäú¼ìíîñòè ðþêçàêà � 𝐿. Òðåáóåòñÿ óíåñòè â ðþêçàêå ïðåäìåòû,
ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü êîòîðûõ ìàêñèìàëüíà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîçäàäèì ìàññèâ (𝑋) äëèíû 𝐿, 𝐾-ÿ ÿ÷åéêà êîòîðîãî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðó è õðàíèò:

1. Ìàêñèìàëüíóþ ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü âåùåé íà äàííûé ìîìåíò (ïîëå 𝑠𝑢𝑚). Îá-
ùèé âåñ âåùåé K

2. Êàêàÿ âåùü áûëà äîáàâëåíà ïîñëåäíåé (ïîëå 𝑛𝑢𝑚).

Èíèöèàëèçèðóåì ìàññèâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: â 𝑋[0] (íóëåâîé ñóììàðíûé âåñ) çà-
ïèøåì ôèêòèâíóþ âåùü ñ íîìåðîì −1 è ñóììàðíîé ñòîèìîñòüþ 0. Âî âñå îñòàëüíûå
ÿ÷åéêè çàïèøåì â êà÷åñòâå íîìåðà âåùè −2 � ïðèçíàê òîãî, ÷òî íàáîð òàêîãî âåñà
ñîñòàâèòü íåâîçìîæíî.

Ñäåëàåì äèíàìèêó ¾ïî âåùàì¿, ò.å. áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ 𝐽 ïåðâûõ
âåùåé èñõîäÿ èç çíàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ 𝐽 − 1 ïåðâîé âåùè. Äëÿ 0 âåùåé
íàøå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ. Íà êàæäîì øàãå áóäåì ïûòàòüñÿ äîáàâèòü î÷åðåäíóþ
âåùü êî âñåì óæå ñîñòàâëåííûì íàáîðàì. Åñëè íàáîð ñóììàðíûì âåñîì, ðàâíûì ñóììå
âåñà î÷åðåäíîé âåùè è âåñà äîïîëíÿþùåãî åå äî òåêóùåãî âåñà íàáîðà, íå ñóùåñòâîâàë
èëè åãî ñòîèìîñòü áûëà ìåíüøå, ÷åì íîâàÿ, òî çàìåíÿåì åãî.

for (j=0; j<N; j++) { //цикл по вещам

for (i=L-M[j]; i>=0; i--) //цикл по весам

if (X[i].num != -1)

//если набор веса i (дополнительный) существует

if ((X[i+M[j]].num == -2) || (X[i+M[j]].sum < S[j] + X[i].sum)) {

//если набор не существовал или был хуже нового, то заменяем

X[i+M[j]].sum = S[j] + X[i].sum;

X[i+M[j]].num = j;

}

}
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Îñîáåííîñòü ýòîãî ìåòîäà � ïðîõîä ñ êîíöà ìàññèâà ê íà÷àëó. Ýòî íåîáõîäèìî,
÷òîáû îäíà è òà æå âåùü íå âîøëà â íàáîð äâà ðàçà. Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå.
Ïóñòü ó íàñ èìåþòñÿ âåùè ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìè âåñ-ñòîèìîñòü (1, 3), (3, 2), (4, 6), (2,
2) è ðþêçàê ãðóçîïîäú¼ìíîñòüþ 6.

Âåñ 0 1 2 3 4 5 6
Øàã 1 −1 0 1 3 −2 0 −2 0 −2 0 −2 0 −2 0
Øàã 2 −1 0 1 3 −2 0 2 2 2 5 −2 0 −2 0
Øàã 3 −1 0 1 3 −2 0 2 2 3 6 3 9 −2 0
Øàã 4 −1 0 1 3 4 2 4 5 3 6 3 9 4 8
Ïåðâîå ÷èñëî â ñòîëáöå � íîìåð âåùè, âòîðîå � ñóììàðíûé âåñ. Êóðñèâîì ïîìå÷åíà

îáíîâë¼ííàÿ èíôîðìàöèÿ, æèðíûì øðèôòîì � òå ÿ÷åéêè, ãäå ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå,
íî çàìåíà íå ïðîèçîøëà (ðåçóëüòàò íå áûë óëó÷øåí).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îòâåò, íàì íåîáõîäèìî íàéòè â ìàññèâå ýëåìåíò ñ ìàêñè-
ìàëüíûì ïîëåì sum. Âîññòàíîâëåíèå íà÷í¼ì ñ ýòîãî ïîëÿ, äâèãàÿñü íàçàä. À èìåííî �
çàïîìíèì èëè âûâåäåì ïîëå 𝑛𝑢𝑚 òîé ÿ÷åéêè, ãäå íàõîäèìñÿ ñåé÷àñ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âåùü ñ íîìåðîì num áûëà ïîëîæåíà ïîñëåäíåé è ÷òîáû âîññòàíîâèòü ïðåäûäóùóþ
÷àñòü íåîáõîäèìî îòíÿòü åå âåñ è ïðîäîëæàòü ýòî äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéä¼ì äî ôèê-
òèâíîé âåùè ñ íîìåðîì −1.
Разложение числа
Московская олимпиада 2006
Ó÷èòåëüíèöà ìàòåìàòèêè ïîïðîñèëà øêîëüíèêîâ ñîñòàâèòü àðèôìåòè÷åñêîå âûðà-

æåíèå, òàê ÷òîáû åãî çíà÷åíèå áûëî ðàâíî äàííîìó ÷èñëó 𝑁 , è çàïèñàòü åãî â òåòðàäè.
Â âûðàæåíèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 𝐾, îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå ñêîáêè. Ïåòÿ î÷åíü íå ëþáèò ïèñàòü, è õî÷åò
ïðèäóìàòü âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå êàê ìîæíî ìåíüøå ñèìâîëîâ. Íàïèøèòå ïðîãðàììó,
êîòîðàÿ ïîìîæåò åìó â ýòîì.

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàïèñàíû äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà: 𝑁 (1 ≤ 𝑁 ≤
10000) � çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ è 𝐾 (1 ≤ 𝐾 ≤ 10000) � íàèáîëüøåå ÷èñëî, êîòîðîå
ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â âûðàæåíèè.

Â åäèíñòâåííîé ñòðîêå âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå âûðàæåíèå ñ äàííûì çíà÷åíèåì,
çàïèñûâàþùååñÿ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì êîëè÷åñòâîì ñèìâîëîâ.

Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, âûâåäèòå ëþáîå èç íèõ.
Ïðè ïîäñ÷¼òå äëèíû âûðàæåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ âñå ñèìâîëû: öèôðû, çíàêè îïåðàöèé,

ñêîáêè.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà 𝑖 ñóùåñòâóåò òðè âàðèàíòà: òðåáó-

åìîå ÷èñëî ìîæåò áûòü çàïèñàíî íåïîñðåäñòâåííî (𝑖 ≤ 𝐾, òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ñèì-
âîëîâ � êîëè÷åñòâî öèôð â ÷èñëå), ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû èëè
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìåíüøèõ ÷èñåë. Áóäåì ñ÷èòàòü ìíîæèòåëü è ïðîñòî çàïèñü ÷èñëà
îäíèì è òåì æå (â ýòîì ñëó÷àå ñêîáêè íå òðåáóþòñÿ). Â ñëó÷àå åñëè ìû èñïîëüçóåì ïðî-
èçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé, òî ýòî ÷èñëî
äîëæíî áûòü îêðóæåíî ñêîáêàìè.

Ïåðåä òåì, êàê âîññòàíàâëèâàòü âûðàæåíèå, íàó÷èìñÿ ñ÷èòàòü åãî äëèíó. Äëÿ ýòîãî
íàì ïîòðåáóåòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ìàññèâà, îäèí (𝑚) èç êîòîðûõ áóäåò ñîäåðæàòü
äëèíó âûðàæåíèÿ ýòîãî ÷èñëà êàê ìíîæèòåëÿ (íåïîñðåäñòâåííî ÷èñëî èëè ïðîèçâåäå-
íèå), à âòîðîé (𝑠) � äëèíó âûðàæåíèÿ ýòîãî ÷èñëà ÷åðåç ñóììó ÷èñåë.

Âíà÷àëå çàïîëíèì ìàññèâû ¾áåñêîíå÷íîñòÿìè¿ (â íàøåì ñëó÷àå ýòî ìîæåò áûòü ÷èñ-
ëî 𝑛+2, êîãäà ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû åäèíèö). Çàòåì çàïîëíèì ýëåìåíòû
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ìàññèâà 𝑚 ñ èíäåêñàìè îò 1 äî 𝑘 äëèíîé ÷èñëà (äëÿ ýòîãî åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ:
ïîäñ÷¼ò äëèíû ñòðîêè, âû÷èñëåíèå äåñÿòè÷íîãî ëîãàðèôìà èëè ïðîñòî çàïîìèíàíèå).

Ïîñëå ýòîãî íàñòóïàåò ÷åð¼ä íåïîñðåäñòâåííî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Áóäåì ïûòàòüñÿ äëÿ êàæäîãî ÷èñëà (𝑖) èç äèàïàçîíà îò 𝑘 + 1 äî 𝑛 íàéòè íàèëó÷øåå
ïðåäñòàâëåíèå åãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ è â âèäå ñóììû. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå
ñóììû íàì íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü âñå ïàðû ñëàãàåìûõ 𝑗 è 𝑝, òàêèõ, ÷òî 𝑗 ≤ 𝑝 è 𝑗+𝑝 = 𝑖,
è âûáðàòü ñðåäè íèõ íàèëó÷øóþ. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî èç ÷èñåë 𝑗 è 𝑝 íåîáõîäèìî
âûáèðàòü ìèíèìóì èç ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ñóììû è âèäå ïðîèçâåäåíèÿ. Ñàìè ýòè
÷èñëà íåîáõîäèìî çàïîìíèòü, ò.å., íàïðèìåð, çàïèñàòü â ñïåöèàëüíûå ìàññèâû 𝑠1[𝑛] = 𝑗
è 𝑠2[𝑛] = 𝑝. Ýòà èíôîðìàöèÿ ñèëüíî îáëåã÷èò âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ.

Êðîìå òîãî, äëÿ ÷èñëà 𝑖 íóæíî íàéòè íàèëó÷øåå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ. Äëÿ ýòîãî áóäåì ïåðåáèðàòü âñå ÷èñëà 𝑗, íà÷èíàÿ ñ 2 è ïîêà 𝑗2 ≤ 𝑖. Äëÿ êàæäîãî
𝑗 áóäåì íàõîäèòü äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 𝑝 (𝑝 = 𝑖/𝑗), òàêîé, ÷òî 𝑗 × 𝑝 = 𝑖 (ò.å.
÷èñëî 𝑖 äåëèòñÿ íà 𝑗 íàöåëî). Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ ÷èñåë 𝑗 è 𝑝 òàêæå íóæíî âûáè-
ðàòü íàèëó÷øåå èç ïðåäñòàâëåíèé. Îäíàêî â ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèÿ âîçíèêàåò íåáîëüøîå
îòëè÷èå: åñëè ñîìíîæèòåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû, íåîáõîäèìî îêðóæèòü åãî
ñêîáêàìè. Òàêèì îáðàçîì, ê ïðåäñòàâëåíèþ ñîìíîæèòåëÿ (êàæäîãî èç ÷èñåë 𝑝 è 𝑗) â
âèäå ñóììû, íåîáõîäèìî ïðèáàâëÿòü 2 (ò.å. ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé 𝑠[𝑗] + 2 è 𝑚[𝑗]).
Ëó÷øåå ðàçáèåíèå íà ìíîæèòåëè òàêæå íóæíî çàïîìèíàòü (𝑚1[𝑛] = 𝑗 è 𝑚2[𝑛] = 𝑝).

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìàññèâîâ ìû óæå çíàåì äëèíó îòâåòà (𝑚𝑖𝑛(𝑠[𝑛],𝑚[𝑛])) è íàì
íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü åãî. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóðñèâíîé ôóíêöè-
åé, ïðèíèìàþùåé íà âõîä äâà ïàðàìåòðà: ÷èñëî, êîòîðîå íóæíî âîññòàíîâèòü è ïðè-
çíàê òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè âîññòàíàâëèâàåìîå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåì (ýòî íåîáõîäèìî äëÿ
ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêè ñêîáîê). Ïðè ïåðâîì çàïóñêå ÷èñëî íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñîìíî-
æèòåëåì (îòâåò íå íàäî îêðóæàòü ñêîáêàìè). Ñàìà ôóíêöèÿ äîëæíà ðàññìàòðèâàòü
òðè îñíîâíûõ ñëó÷àÿ: åñëè âîññòàíàâëèâàåìîå ÷èñëî íå ïðåâûøàåò 𝑘, òî ïðîñòî âûâî-
äèì ýòî ÷èñëî; åñëè íàøå ÷èñëî íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî ïðîèçâåäåíèåì, òî
âûçûâàåì âîññòàíîâëåíèå äëÿ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ, ïå÷àòàåì çíàê ¾*¿ è âûçûâàåì
ôóíêöèþ ïå÷àòè âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ (â ýòîì ñëó÷àå â ôóíêöèè äîëæíû ïåðåäàâàòü-
ñÿ ïðèçíàêè òîãî, ÷òî âîññòàíàâëèâàåìîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì); â ñëó÷àå æå
åñëè ÷èñëî íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû (çäåñü òàêæå äâà ñëó÷àÿ:
íóæíû ëè ñêîáêè èëè íåò; åñëè íóæíû, òî ïðèáàâëÿåì ê äëèíå 2 è ñòàâèì ýòè ñêîáêè
âîêðóã âûðàæåíèÿ), òî âûçûâàåì âîññòàíîâëåíèå äëÿ ïåðâîãî îïåðàíäà, ñòàâèì ìåæäó
íèìè çíàê ¾+¿ è âîññòàíàâëèâàåì âòîðîé îïåðàíä (â ýòîì ñëó÷àå ïðèçíàê ñîìíîæèòåëÿ
ïåðåäàâàòü íå íàäî � ñêîáêè íå íóæíû).

Ñóùåñòâóåò è äðóãîé âàðèàíò ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðîì ïðåäñòàâëåíèå ñðàçó íàêàïëè-
âàåòñÿ â âèäå ñòðîêè (string), à â êîíöå ðàáîòû ïðîñòî âûâîäèòñÿ.

Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïèñàòü äîñòàòî÷íî àêêóðàòíóþ ðåàëèçàöèþ,
ò.ê. åå àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü 𝑂(𝑁2), ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ðàâíî 108. Ïîýòîìó íåêî-
òîðàÿ ñëîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ îïðàâäàíà óâåðåííîñòüþ â ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òàêîãî
ìåòîäà (ïî ñðàâíåíèþ ñ îïåðàöèÿìè íàä äèíàìè÷åñêè âûäåëÿåìûìè ñòðîêàìè).

4 Подсчёт числа ответов

Çàäà÷è ïîäñ÷¼òà ÷èñëà îòâåòîâ ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò çàäà÷ ïîèñêà îòâåòà.
Îäíàêî âìåñòî ôóíêöèè, âûáèðàþùåé îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñëîæå-

6



íèå èëè óìíîæåíèå, â çàâèñèìîñòè îò ðåàëèçàöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â áîëüøèíñòâå
òàêîãî ðîäà çàäà÷ äëÿ õðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ òðåáóþòñÿ äëèííàÿ àðèôìåòè-
êà, ïîýòîìó ïåðåä ðåàëèçàöèåé ñòîèò îöåíèòü âîçìîæíóþ äëèíó ìàêñèìàëüíîãî îòâåòà,
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òðåáóåìóþ äëèíó ÷èñëà. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë,
ìàêñèìàëüíîå èç êîòîðûõ ðàâíî 𝑁 , òðåáóåò 𝑂(log𝑁) âðåìåíè (ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíî
êîëè÷åñòâó çíàêîâ), à äëèííîå óìíîæåíèå 𝑂(log2𝑁).

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó î ÷èñëàõ Ôèáîíà÷÷è, èçâåñòíóþ
åù¼ â Ñðåäíåâåêîâüå. Â îðèãèíàëå ýòî çàäà÷à î êðîëèêàõ, êîòîðûå, êàê è ïîëîæåíî
êðîëèêàì, ïëîäÿòñÿ è ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ óìèðàþò. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî êðîëèêîâ ÷åðåç íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

Åñëè ïåðåôîðìóëèðîâàòü åå â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ, òî ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå 𝐹𝑖 = 𝐹𝑖−1 + 𝐹𝑖−2 è 𝐹0 = 1, 𝐹1 = 1. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè 𝐹𝑁

ïî çàäàííîìó 𝑁 .
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ𝑁 -ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ñóùåñòâóåò ôîðìóëà, îäíàêî îíà íåïðèãîäíà

äëÿ êîìïüþòåðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ.
Îöåíèì ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà âîçðàñòàþò è 2×𝐹𝑖 ≥

𝐹𝑖+1. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü îöåíêó 𝐹𝑁 ≤ 2𝑁 . Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî îïåðàöèÿ
ñëîæåíèÿ äâóõ äëèííûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è áóäåò çàíèìàòü 𝑂(log𝑁).

Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé, ïðèâåä¼ííîé â îïðåäåëåíèè (ò.å. ïðîñòî ñêëàäûâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíî ïàðû ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåãî), òî îáùàÿ
ñëîæíîñòü ñ ó÷¼òîì ðàñõîäîâ íà äëèííóþ àðèôìåòèêó ïîëó÷èòñÿ 𝑂(𝑁 log𝑁).

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì âîâñå íå îáÿçàòåëüíî õðàíèòü 𝑁 äëèííûõ ÷èñåë, äî-
ñòàòî÷íî òîëüêî 3: äëÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ ÷èñåë è ðåçóëüòàòà ñëîæåíèÿ.

Ò.ê. çàäà÷è, òðåáóþùèå ïîäñ÷¼òà ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, âñòðå÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî,
ïîñòàðàåìñÿ íàéòè áîëåå áûñòðûé ñïîñîá èõ ïîäñ÷¼òà.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó
(︀
1 1
1 0

)︀
. Âåðõíèé ëåâûé ýëåìåíò â íåé ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó

÷èñëó Ôèáîíà÷÷è. Âîçâåä¼ì ýòó ìàòðèöó â êâàäðàò:
(︀
1 1
1 0

)︀2
=

(︀
2 1
1 1

)︀
, òåïåðü â âåðõíåì

ëåâîì óãëó ìàòðèöû ñòîèò óæå âòîðîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è. Àíàëîãè÷íî äëÿ 3-ãî ÷èñëà:(︀
1 1
1 0

)︀
×

(︀
2 1
1 1

)︀
=

(︀
3 2
2 1

)︀
. Âîîáùå ãîâîðÿ, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:(︂

1 1
1 0

)︂
×

(︂
𝐹𝑖−1 𝐹𝑖−2

𝐹𝑖−2 𝐹𝑖−3

)︂
=

(︂
𝐹𝑖−1 + 𝐹𝑖−2 𝐹𝑖−1

𝐹𝑖−1 𝐹𝑖−2

)︂
=

(︂
1 1
1 0

)︂
Ò.ê. çà íà÷àëüíóþ ìàòðèöó ìû ïðèíèìàåì òàêæå ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ïåðâûõ

÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:(︂
1 1
1 0

)︂𝑁

=

(︂
𝐹𝑁 𝐹𝑁−1

𝐹𝑁−1 𝐹𝑁−2

)︂
Åñëè ïðîñòî âîçâîäèòü ìàòðèöó â ñòåïåíü, òî ìû ïîëó÷èì ñëîæíîñòü 𝑂(𝑁 log2𝑁).

×ëåí 𝑙𝑜𝑔2𝑁 âîçíèê çäåñü èç-çà íåîáõîäèìîñòè äëèííîãî óìíîæåíèÿ.
Îäíàêî ìû çíàåì ñïîñîá áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü äëÿ ÷èñåë, êîòîðûé òàêæå

ïðèìåíèì è äëÿ ìàòðèö. Ò.î. ìû ìîæåì äîáèòüñÿ ñëîæíîñòè 𝑂(log3𝑁).
Íà ïðàêòèêå ñêîðîñòü ðàáîòû âûãëÿäèò òàê (óñðåäí¼ííûå çíà÷åíèÿ ïî 5 ýêñïåðè-

ìåíòàì):
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Ðèñ. 1: Ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
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