
1 Ïîèñê â íåóïîðÿäî÷åííûõ ìàññèâàõ
Ñàìûì ïðîñòûì âàðèàíòîì ïîèñêà ìîæíî ñ÷èòàòü ïîèñê ýëåìåíòà â

îäíîìåðíîì íåóïîðÿäî÷åííîì ìàññèâå. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äàí îäíîìåðíûé íåóïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ, ñîñòîÿùèé èç öåëûõ
÷èñåë, è íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ñîäåðæèòñÿ ëè äàííîå ÷èñëî â ýòîì ìàññèâå.

Ïóñòü ìàññèâ íàçûâàåòñÿ a è ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, à èñêîìîå ÷èñëî
ðàâíî k. Òîãäà êîä, îñóùåñòâëÿþùèé ïîèñê, ìîæíî çàïèñàòü òàê:

int j = -1;
for (i=0; i < n; i++)
if (a[i] == k) j = i;

Â ñëó÷àå åñëè ÷èñëî k íè ðàçó íå âñòðå÷àëîñü â ìàññèâå, j áóäåò ðàâíî
−1. Ïðèâåäåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ áóäåò èñêàòü ïîñëåäíåå âõîæäåíèå ÷èñëà
k â ìàññèâå a. Åñëè íàì íåîáõîäèìî èñêàòü ïåðâîå âõîæäåíèå, òî âìåñòî
ïðèñâàèâàíèÿ j = i ñëåäóåò äîáàâèòü îïåðàòîð break; (â ýòîì ñëó÷àå
èñêîìûé èíäåêñ áóäåò õðàíèòüñÿ â ïåðåìåííîé i).

È â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå àëãîðèòì áóäåò èìåòü ñëîæíîñòü O(N).
Íà ýòîì ïðèìåðå ìîæíî ðàññìîòðåòü ¾áàðüåðíûé¿ ìåòîä, êîòîðûé ìîæåò

áûòü ïîëåçåí â î÷åíü ìíîãèõ çàäà÷àõ. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ áàðüåðíîãî ìåòîäà
íàø ìàññèâ äîëæåí èìåòü îäèí äîïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò (ò.å. åãî äëèíà
äîëæíà áûòü íå ìåíüøå, ÷åì n+1 ýëåìåíò). Îòìåòèì, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì
ìîæíî èñêàòü òîëüêî ïåðâîå âõîæäåíèå ýëåìåíòà:

a[n+1] = k;
for (i=0; a[i] != k; i++);

Åñëè ýëåìåíò k âñòðå÷àåòñÿ â ìàññèâå, òî åãî èíäåêñ áóäåò íàõîäèòüñÿ
â ïåðåìåííîé i, åñëè æå òàêîé ýëåìåíò â ìàññèâå íå âñòðå÷àåòñÿ, òî i áóäåò
ðàâíî n + 1.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà â ìàññèâå.
Òàê æå êàê è ïðè ïîèñêå âõîæäåíèÿ ýëåìåíòà, áóäåì èñêàòü íå ñàìî çíà÷åíèÿ
ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà, à èíäåêñ ìèíèìàëüíîãî (ìàêñèìàëüíîãî) ýëåìåíòà.
Ýòî èçáàâèò íàñ îò ìíîãèõ ïðîáëåì è ïîçâîëèò ñîâåðøàòü ìåíüøåå êîëè÷åñòâî
îøèáîê ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè. Ïîèñê ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà â ìàññèâå
a áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

imin = 0;
For (i, n)
if (a[i] < a[imin]) imin = i;
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Èíäåêñ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà áóäåò õðàíèòüñÿ â ïåðåìåííîé imin, à
ñàì ìèíèìóì ðàâåí a[imin]. Ìèíèìóì è ìàêñèìóì ñëåäóåò îáÿçàòåëüíî
èñêàòü ïî èíäåêñó, à íå ïî çíà÷åíèþ. Íàïðèìåð, åñëè ìû áóäåì ïûòàòüñÿ
õðàíèòü íåïîñðåäñòâåííî çíà÷åíèå ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà, òî ìîæåì
ëåãêî îøèáèòüñÿ ñ íà÷àëüíîé èíèöèàëèçàöèåé. Íàïðèìåð, äëÿ ìàññèâà
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ, êîòîðûìè èçíà÷àëüíî ñëåäóåò
èíèöèàëèçèðîâàòü ìèíèìóì è ìàêñèìóì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà îäíîâðåìåííî.
Ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ïîèñê àíàëîãè÷íî:

imin = 0;
imax = 0;
for (i=1; i<n; i++)
{
if (a[i] < a[imin]) imin = i;
if (a[i] > a[imax]) imax = i;

}

Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ òðåáóåò 2 × N − 2 ñðàâíåíèÿ. Íî ýòó çàäà÷ó ìîæíî
ðåøèòü è çà ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé. Ðàçîáüåì âñå ýëåìåíòû íà
ïàðû, è áóäåì èñêàòü â êàæäîé ïàðå ìèíèìóì è ìàêñèìóì (N/2 ñðàâíåíèé),
çàòåì ìèíèìóì áóäåì èñêàòü òîëüêî ñðåäè ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïàð,
à ìàêñèìóì � ñðåäè ìàêñèìàëüíûõ. Îáùåå êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé áóäåò
îêîëî 3×N/2 (ïðîáëåìà âîçíèêàåò, êîãäà êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ íå÷åòíîå �
îäèí èç ýëåìåíòîâ îñòàåòñÿ áåç ïàðû). Òî÷íî ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê
d3×N/2e − 2, ãäå d e � îêðóãëåíèå äî áîëüøåãî öåëîãî.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ñïîñîá ïîèñêà ìàêñèìóìà. Ïîñëå ðàçáèåíèÿ ýëåìåíòîâ
íà ïàðû áóäåì ïðîäîëæàòü ýòîò ïðîöåññ, àíàëîãè÷íî òóðíèðó ¾íà âûëåò¿.
Ò.å. çàíîâî ðàçîáüåì ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû èç ïàð íà ïàðû è ñíîâà
íàéäåì ìàêñèìóì è ò.ä. Äëÿ ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà áóäåò ïî-
ïðåæíåìó òðåáîâàòü N − 1 îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ, íî ñàì ìàêñèìàëüíûé
ýëåìåíò áóäåò ó÷àñòâîâàòü òîëüêî â log N ñðàâíåíèÿõ. È îäíî èç ýòèõ
ñðàâíåíèé îáÿçàòåëüíî áóäåò ñî âòîðûì ïî âåëè÷èíå ýëåìåíòîì. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ïîèñêà âòîðîãî ïî âåëè÷èíå ýëåìåíòà áóäåò òðåáîâàòüñÿ dlog Ne−
1 ñðàâíåíèå (ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ñðàâíåíèÿ äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà
ïðîâåäåíû).

Îáû÷íî òàêèå ìåòîäû èñïîëüçóþòñÿ â îñîáûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî íåïîñðåäñòâåííî
òðåáóåòñÿ â ðåøåíèè çàäà÷è. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ïîäõîäÿò áîëåå ïðîñòûå
ìåòîäû, ãäå êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé íå èãðàåò òàêîé âàæíîé ðîëè.

Îäíàêî è ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü ïîëåçåí ïðè ïîèñêå ¾ïîðÿäêîâûõ
ñòàòèñòèê¿ ìàññèâà. k-îé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé ìàññèâà íàçûâàåòñÿ k-
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ûé ïî ñ÷åòó ýëåìåíò ýòîãî ìàññèâà (ò.å. åñëè ìàññèâ îòñîðòèðîâàòü ïî
íåóáûâàíèþ, òî k-àÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà � ýòî ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà
k-îé ïîçèöèè).

2 Ïîèñê ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê
Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ìåòîäû ñîðòèðîâêè ìàññèâà çà O(N log N).

Äëÿ ïîèñêà k-îé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè ìîæíî îòñîðòèðîâàòü ìàññèâ è
âûâåñòè k-ûé ýëåìåíò. Íî â ýòîì ñëó÷àå ìû ñîâåðøàåì ìíîæåñòâî ëèøíèõ
äåéñòâèé, âåäü ñ ïîìîùüþ ñîðòèðîâêè ìû íàéäåì âñå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè,
à íå òîëüêî k-óþ.

Ïðèâåäåííûé íèæå àëãîðèòì ðàáîòàåò çà O(N). Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
ïîèñêà i-îé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè çà O(N) â õóäøåì ñëó÷àå, íî îí òÿæåë
â ðåàëèçàöèè è èìååò áîëüøóþ êîíñòàíòó.

Ñõåìà àëãîðèòìà èìååò ñëåäóþùèé âèä. Ïóñòü k � íîìåð èñêîìîé
ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè, l (ýòî ìàëåíüêàÿ ëàòèíñêàÿ L) è r � òåêóùèå ëåâàÿ
è ïðàâàÿ ãðàíèöû îáëàñòè ìàññèâà a, â êîòîðîé ìû èùåì k-óþ ñòàòèñòèêó.
Åñëè l == r, òî îáëàñòü ïîèñêà îãðàíè÷åíà îäíèì ýëåìåíòîì, ò.å. k-àÿ
ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà ðàâíà a[r].

Íà êàæäîì øàãå áóäåì âûáèðàòü ÷èñëî s = (l + r) / 2. Âîîáùå ãîâîðÿ,
ìû ìîæåì âûáèðàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà [l, r], íî ãåíåðàöèÿ
ñëó÷àéíîãî ÷èñëà çàíèìàåò äîñòàòî÷íî ìíîãî âðåìåíè, ïîýòîìó ëó÷øå èñïîëüçîâàòü
êàêîå-ëèáî ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ðàñïîëîæèì ýëåìåíòû ìàññèâà èíòåðâàëà
[l, r] òàê, ÷òîáû ñíà÷àëà øëè âñå ýëåìåíòû, ìåíüøèå a[s], à çàòåì âñå
îñòàëüíûå. Ïåðâûé ýëåìåíò âòîðîé ãðóïïû îáîçíà÷èì çà j. Òîãäà åñëè
k ≤ j, òî áóäåì ïðîäîëæàòü ïîèñê ñ íåèçìåííûì çíà÷åíèåì l è r = j (â
ëåâîé ÷àñòè ìàññèâà), èíà÷å áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïîèñê ïðè l = j + 1 è
íåèçìåíåííûì r.

Ñíà÷àëà çàïèøåì ôóíêöèþ, îñóùåñòâëÿþùóþ òàêîé ïîèñê, à çàòåì
ïðèâåäåì ïðèìåð è íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ:

int search(int *a, int k, int l, int r)
{

int s, m, i=l, j=r, tmp;
if (l == r) return a[r];
s = (l + r) / 2;
m = a[s];
while (i < j) {
while (a[i] < m) i++;
while (a[j] > m) j--;
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if (i < j) {
tmp = a[i];
a[i] = a[j];
a[j] = tmp;
i++; j--;

}
}
if (k <= j) return search(a, k, l, j);
else return search(a, k, j+1, r);

}

Âûçûâàòü ôóíêöèþ ñëåäóåò òàê: search(a, k, 0, n-1), ãäå a � ìàññèâ,
k � íîìåð ñòàòèñòèêè, êîòîðóþ íàäî ïîëó÷èòü, à n � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
â ìàññèâå.

Ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ìû îñóùåñòâëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàõîäèì
ïåðâûé ¾íåïðàâèëüíûé¿ ýëåìåíò ñëåâà, çàòåì ïåðâûé íåïðàâèëüíûé ýëåìåíò
¾ñïðàâà¿, à â ñëó÷àå, åñëè óêàçàòåëè íå ñîøëèñü, îñóùåñòâëÿåì îáìåí ýòèõ
ÿ÷ååê ìàññèâà.

Ïðèâåäåì ïðèìåð äëÿ ìàññèâà {2, 7, 8, 6, 0, 4, 1, 9, 3, 5} è k = 9:

1. {2, 7, 8, 6, 0, 4, 1, 9, 3, 5}, l = 0, r = 9,m = 0

2. {0, 7, 8, 6, 2, 4, 1, 9, 3, 5}, l = 1, r = 9,m = 4

3. {0, 3, 1, 4, 2, 6, 8, 9, 7, 5}, l = 5, r = 9,m = 9

4. {0, 3, 1, 4, 2, 6, 8, 5, 7, 9}, l = 9, r = 9,m = 9

Íà ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà íàì ïîòðåáîâàëîñü 4 âûçîâà ôóíêöèè
search.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëîæíîñòè O(N) îïèðàåòñÿ íà ñóììèðîâàíèå ðÿäà, â
êîòîðîì i-ûé ýëåìåíò ðàâåí N/2i. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
èçó÷àþòñÿ â øêîëüíîì èëè óíèâåðñèòåòñêîì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

3 Áèíàðíûé ïîèñê â óïîðÿäî÷åííûõ ìàññèâàõ
Ïîä óïîðÿäî÷åííûì ìàññèâîì áóäåì ïîíèìàòü ìàññèâ, óïîðÿäî÷åííûé

ïî íåóáûâàíèþ, ò.å. a[1] ≤ a[2] ≤ . . . ≤ a[N ].
Ó íàñ èìååòñÿ çàäàííàÿ ñâîèìè ãðàíèöàìè îáëàñòü ïîèñêà. Ìû âûáèðàåì

åå ñåðåäèíó, è, åñëè èñêîìûé ýëåìåíò ìåíüøå, ÷åì ñðåäíèé, òî ïîèñê îñóùåñòâëÿåòñÿ
â ëåâîé ÷àñòè, èíà÷å � â ïðàâîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èñêîìûé ýëåìåíò
ìåíüøå ñðåäíåãî, òî è ìåíüøå âñåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïðàâåå
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ñðåäíåãî, à çíà÷èò, èõ ñðàçó ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ. Àíàëîãè÷íî
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñêîìûé ýëåìåíò áîëüøå ñðåäíåãî.

Êîä, îñóùåñòâëÿþùèé áèíàðíûé ïîèñê â óïîðÿäî÷åííîì ìàññèâå âûãëÿäèò
òàê:

while (l<r) {
m=(l+r)/2;
if (a[m]<k) l=m+1;
else r=m;

}
if (a[r]==k) printf("%d", r);
else printf("-1");

Ïåðåä âûïîëíåíèåì ýòîãî êîäà ñëåäóåò ïðèñâîèòü ïåðåìåííûì l è r
çíà÷åíèÿ 0 è n − 1 ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå åñëè ýëåìåíò íå íàéäåì, ýòà
ïðîãðàììà âûâîäèò −1.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà áèíàðíîãî ïîèñêà ñîñòàâëÿåò O(log N), ãäå N �
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìàññèâå.

4 Áèíàðíûé ïîèñê äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé
Áèíàðíûé ïîèñê ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íå òîëüêî äëÿ ïîèñêà ýëåìåíòîâ

â ìàññèâå, íî è äëÿ ïîèñêà êîðíåé óðàâíåíèé è çíà÷åíèé ìîíîòîííûõ
(âîçðàñòàþùèõ èëè óáûâàþùèõ) ôóíêöèé. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ
âîçðàñòàþùåé, åñëè ∀x1, x2 : x1 > x2 ⇒ f(x1) > f(x2) (äëÿ ëþáûõ x1 è x2,
åñëè x1 > x2, òî f(x1) òàêæå áîëüøå f(x2)).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê æå êàê è â ìàññèâå, ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ
ïîëîâèíó òåêóùåé îáëàñòè, åñëè íàì çàâåäîìî èçâåñòíî, ÷òî òàì íå ñóùåñòâóåò
ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå æå, åñëè ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà, òî âîñïîëüçîâàòüñÿ
áèíàðíûì ïîèñêîì íåëüçÿ, ò.ê. îí ìîæåò âûäàâàòü íåïðàâèëüíûé îòâåò,
ëèáî íàõîäèòü íå âñå îòâåòû.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà êóáè÷åñêîãî êîðíÿ. Êóáè÷åñêèì
êîðíåì èç ÷èñëà x (îáîçíà÷àåòñÿ 3

√
x) íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî y, ÷òî y3 = x.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó òàê: äëÿ äàííîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x (x ≥ 1)
íàéòè êóáè÷åñêèé êîðåíü ñ òî÷íîñòüþ íå ìåíåå 5 çíàêîâ ïîñëå òî÷êè.

Ôóíêöèÿ ïðè x ≥ 1, îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì x, à ñíèçó � åäèíèöåé.
Òàêèì îáðàçîì, çà íèæíþþ ãðàíèöó ìû âûáèðàåì 1, çà âåðõíþþ � ñàìî
÷èñëî x. Ïîñëå ýòîãî äåëèì òåêóùèé îòðåçîê ïîïîëàì, âîçâîäèì ñåðåäèíó
â êóá è åñëè êóá áîëüøå x, òî çàìåíÿåì âåðõíþþ ãðàíü, èíà÷å � íèæíþþ.

Êîä áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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r = x;
l = 1;
while (fabs(l-r)>eps) {
m=(l+r)/2;
if (m*m*m<x) l=m;
else r=m;

}

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé fabs, íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü
áèáëèîòåêó math.h.

5 Áèíàðíûé ïîèñê ïî îòâåòó
Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ â êà÷åñòâå îòâåòà íåîáõîäèìî âûâåñòè êàêîå-ëèáî

÷èñëî. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ëåãêî ñêàçàòü, áîëüøå ëè ýòî ÷èñëî, ÷åì íóæíî,
èëè ìåíüøå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âû÷èñëåíèå ñàìîãî îòâåòà ìîæåò áûòü
äîâîëüíî òðóäîåìêîé îïåðàöèåé. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûáðàòü ÷èñëî
çàâåäîìî ìåíüøåå îòâåòà è ÷èñëî çàâåäîìî áîëüøåå îòâåòà, à ïðàâèëüíîå
ðåøåíèå èñêàòü áèíàðíûì ïîèñêîì.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷ íåñêîëüêèõ ïðîøåäøèõ îëèìïèàä.
Î÷åíü ëåãêàÿ çàäà÷à
Ìîñêîâñêàÿ îëèìïèàäà ïî èíôîðìàòèêå 2006-2007
Ñåãîäíÿ óòðîì æþðè ðåøèëî äîáàâèòü â âàðèàíò îëèìïèàäû åùå îäíó,

Î÷åíü Ëåãêóþ Çàäà÷ó. Îòâåòñòâåííûé ñåêðåòàðü Îðãêîìèòåòà íàïå÷àòàë
åå óñëîâèå â îäíîì ýêçåìïëÿðå, è òåïåðü åìó íóæíî äî íà÷àëà îëèìïèàäû
óñïåòü ñäåëàòü åùå N êîïèé. Â åãî ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ äâà êñåðîêñà,
îäèí èç êîòîðûõ êîïèðóåò ëèñò çà ñåêóíä, à äðóãîé � çà y. (Ðàçðåøàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü êàê îäèí êñåðîêñ, òàê è îáà îäíîâðåìåííî. Ìîæíî êîïèðîâàòü
íå òîëüêî ñ îðèãèíàëà, íî è ñ êîïèè.) Ïîìîãèòå åìó âûÿñíèòü, êàêîå ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ
Âî âõîäíîì ôàéëå çàïèñàíû òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà N , x è y, ðàçäåëåííûå

ïðîáåëîì (1 ≤ N ≤ 2× 108, 1 ≤ x, y ≤ 10).
Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ
Âûâåäèòå îäíî ÷èñëî � ìèíèìàëüíîå âðåìÿ â ñåêóíäàõ, íåîáõîäèìîå

äëÿ ïîëó÷åíèÿ N êîïèé.
Ïðèìåðû
Âõîäíûå äàííûå Âûõîäíûå äàííûå
4 1 1 3
5 1 2 4
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Ñóùåñòâóåò êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (ôîðìóëà), êîòîðóþ
ìîæíî âûâåñòè è, ïðè æåëàíèè, äîêàçàòü. Îäíàêî î÷åíü ëåãêî ðåàëèçîâàòü
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî ïîèñêà.

Ïåðâóþ ñòðàíèöó ìû êîïèðóåì çà min(x, y) ñåêóíä è, çàòåì, ðàññìàòðèâàåì
ðåøåíèå óæå äëÿ N − 1 ñòðàíèöû.

Ïóñòü l - ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, r - ìàêñèìàëüíîå. Ìèíèìóì íàì íåîáõîäèìî
ïîòðàòèòü 0 ñåêóíä, ìàêñèìóì, íàïðèìåð (N − 1) × x ñåêóíä (ñòðàíèöû
äåëàþòñÿ ïîëíîñòüþ íà îäíîì êñåðîêñå). Ñ÷èòàåì ñðåäíåå çíà÷åíèå è ñìîòðèì,
ñêîëüêî ïîëíûõ ñòðàíèö ìîæíî íàïå÷àòàòü çà ýòî âðåìÿ, èñïîëüçóÿ îáà
êñåðîêñà. Åñëè êîëè÷åñòâî ñòðàíèö ìåíüøå N − 1, òî ìû ìåíÿåì íèæíþþ
ãðàíèöó, èíà÷å � âåðõíþþ.

int main(void)
{

int n, x, y, i, j, l, r, now;
double speed;
scanf("%d%d%d", &n, &i, &j);
x=i<j?i:j;
y=i>j?i:j;
l=0;
r = (n-1)*y;
while (l != r) {
now = (l+r)/2;
j = now / x + now / y;
if (j < n-1) l = now+1;
else r = now;

}
printf("%d", r+x);
return 0;

}

Àâòîáóñ
13 Óêðàèíñêàÿ îëèìïèàäà
Ñëóæåáíûé àâòîáóñ ñîâåðøàåò îäèí ðåéñ ïî óñòàíîâëåííîìó ìàðøðóòó

è â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ñâîáîäíûõ ìåñò ïîäáèðàåò ðàáî÷èõ, êîòîðûå îæèäàþò
íà îñòàíîâêàõ, è îòâîçèò èõ íà çàâîä. Àâòîáóñ òàêæå ìîæåò æäàòü íà
îñòàíîâêå ðàáî÷èõ, êîòîðûå åùå íå ïðèøëè. Èçâåñòíî âðåìÿ ïðèõîäà êàæäîãî
ðàáî÷åãî íà ñâîþ îñòàíîâêó è âðåìÿ ïðîåçäà àâòîáóñà îò êàæäîé îñòàíîâêè
äî ñëåäóþùåé. Àâòîáóñ ïðèõîäèò íà ïåðâóþ îñòàíîâêó â íóëåâîé ìîìåíò
âðåìåíè. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïîñàäêè ðàáî÷èõ â àâòîáóñ ñ÷èòàåòñÿ íóëåâîé.
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Çàäàíèå: Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ îïðåäåëèò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ,
çà êîòîðîå àâòîáóñ ïðèâåçåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ
Âõîäíîé òåêñòîâûé ôàéë â ïåðâîé ñòðîêå ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî îñòàíîâîê

N è êîëè÷åñòâî ìåñò â àâòîáóñå M . Êàæäàÿ i-ÿ ñòðî÷êà èç ïîñëåäóþùèõ
N ñòðî÷åê ñîäåðæèò öåëîå ÷èñëî � âðåìÿ äâèæåíèÿ îò îñòàíîâêè i ê
îñòàíîâêå i+1 (N+1-ÿ îñòàíîâêà � çàâîä), êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ K, êîòîðûå
ïðèäóò íà i-þ îñòàíîâêó, è âðåìÿ ïðèõîäà êàæäîãî ðàáî÷åãî íà ýòó îñòàíîâêó
â ïîðÿäêå ïðèõîäà (1 ≤ M ≤ 2000, 1 ≤ N, K ≤ 200000).

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ
Åäèíñòâåííàÿ ñòðîêà âûõîäíîãî òåêñòîâîãî ôàéëà äîëæåí ñîäåðæàòü

ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðåâîçêè ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà
ðàáî÷èõ.

Ïðèìåðû
Âõîäíûå äàííûå Âûõîäíûå äàííûå
3 5 4
1 2 0 1
1 1 2
1 4 0 2 3 4

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì, ÷òî òàêîå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ.
Åñëè îáùåå êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ áîëüøå âìåñòèìîñòè àâòîáóñà, òî ýòî �
îáúåì àâòîáóñà, åñëè æå ðàáî÷èõ ìåíüøå ÷åì âìåñòèìîñòü àâòîáóñà � òî
ýòî êîëè÷åñòâî âñåõ ðàáî÷èõ (â ýòîì ñëó÷àå âìåñòèìîñòè àâòîáóñà óìåñòíî
ïðèñâîèòü çíà÷åíèå, ðàâíîå êîëè÷åñòâó ëþäåé).

Êîãäà ìû ñ÷èòûâàåì äàííûå, ñëåäóåò îïðåäåëèòü âðåìÿ ïðèõîäà ïîñëåäíåãî
÷åëîâåêà (ò.å. òî âðåìÿ, êîãäà óæå âñå ëþäè áóäóò íà îñòàíîâêàõ) � ýòî
áóäåò ìàêñèìóì â áèíàðíîì ïîèñêå. Ìèíèìóì áóäåò ðàâåí íóëþ. Åñëè
àâòîáóñ äîëæåí çàäåðæàòüñÿ ïåðåä îñòàíîâêîé, òî îí äîëæåí ñäåëàòü ýòî
ïåðåä ïåðâîé îñòàíîâêîé (äåéñòâèòåëüíî, åñëè îí ïîäúåäåò ê ïåðâîé îñòàíîâêå,
çàáåðåò ëþäåé, à ïîòîì áóäåò æäàòü ó âòîðîé îñòàíîâêè, òî â ýòî âðåìÿ íà
ïåðâóþ ìîãóò ïðèäòè åùå ëþäè, à åñëè æäàòü ïåðåä ïåðâîé, òî ëþäè ñî
âòîðîé íèêóäà íå äåíóòñÿ). Ìèíèìóì è ìàêñèìóì ó íàñ åñòü. Òåïåðü áåðåì
çàäåðæêó, ðàâíóþ x = (min + max)/2. Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ
áóäåò îïèñàíà íèæå, âû÷èñëÿåì, ñêîëüêî ëþäåé óñïååò ïðèäòè äî ìîìåíòà
x íà ïåðâóþ îñòàíîâêó, äëÿ âòîðîé îñòàíîâêè áóäåò çàäåðæêà, ðàâíàÿ
x + a[1], ãäå a[1] � âðåìÿ ñëåäîâàíèÿ îò ïåðâîé îñòàíîâêè äî âòîðîé,
äëÿ òðåòüåé çàäåðæêà � x + a[1] + a[2] è ò.ä. Åñëè êîëè÷åñòâî ñåâøèõ
â àâòîáóñ íà âñåõ îñòàíîâêàõ áîëüøå ëèáî ðàâíî âìåñòèìîñòè àâòîáóñà,
òî íàäî çàìåíèòü x íà (min + x)/2, åñëè îñòàëèñü ìåñòà â àâòîáóñå òî
x = (x+max)/2. Óñëîâèå âûõîäà áóäåò òàêîå: åñëè ïðè íåêîòîðîé çàäåðæêå
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x àâòîáóñ çàïîëíåí, à ïðè çàäåðæêå (x− 1) àâòîáóñ íå ïîëîí, òî îòâåò x.
Òåïåðü âòîðîé áèíàðíûé ïîèñê. Òîò ñàìûé, êîòîðûé îïðåäåëÿåò, ñêîëüêî

ëþäåé óñïååò ïðèäòè íà îïðåäåëåííóþ îñòàíîâêó äî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà.
Çäåñü ìàêñèìóìîì äèõîòîìèè áóäåò êîëè÷åñòâî ëþäåé íà îñòàíîâêå, à
ìèíèìóìîì � íîëü. Âûáèðàåì ñðåäíåãî ÷åëîâåêà � åñëè åãî âðåìÿ ïðèõîäà
ìåíüøå, ÷åì çàäåðæêà, òî x = (x + max)/2, åñëè îí íå óñïååò ïðèäòè, òî
x = (min+x)/2. Çäåñü óñëîâèå âûõîäà òàêîå: åñëè ÷åëîâåê óñïåâàåò ïðèäòè
íà îñòàíîâêó, à ñëåäóþùèé çà íèì íåò � òî îòâåòîì áóäåò íîìåð ÷åëîâåêà.
Îòäåëüíî íóæíî îáðàáàòûâàòü ñëó÷àé, åñëè íà àâòîáóñ ñÿäóò âñå ëþäè ñ
îñòàíîâêè.

6 Ïîèñê ïî ãðóïïîâîìó ïðèçíàêó
Â ïðîøëîé ÷àñòè ëåêöèè ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷è, â êîòîðûõ äëÿ

äàííîãî ìîæíî ïîëó÷èòü îòâåò ¾áîëüøå¿ èëè ¾ìåíüøå¿. Òåïåðü ðàññìîòðèì
çàäà÷è, â êîòîðûõ äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà âñåõ ýëåìåíòîâ ìîæíî
ïîëó÷èòü îòâåò, íàïðèìåð, íà âîïðîñ ¾ñîäåðæèòñÿ ëè èñêîìûé ýëåìåíò â
äàííîì ïîäìíîæåñòâå?¿.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà îäíîãî ðàäèîàêòèâíîãî øàðèêà
ñðåäè 8 øàðèêîâ. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì èçìåðèòü ðàäèîàêòèâíîñòü íåêîòîðîé
ãðóïïû øàðèêîâ è îïðåäåëèòü, ñîäåðæèòñÿ ëè ðàäèîàêòèâíûé øàðèê â
ýòîé ãðóïïå. Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé äëÿ õóäøåãî
ñëó÷àÿ.

Ïðåäñòàâèì íîìåðà øàðèêîâ â âèäå äâîè÷íûõ ÷èñåë:

0 1 2 3 4 5 6 7
000 001 010 011 100 101 110 111

Ìû ìîæåì íàéòè ðàäèîàêòèâíûé øàðèê çà òðè èçìåðåíèÿ. Ïðè ýòîì
â ïåðâîì èçìåðåíèè áóäóò ó÷àñòâîâàòü øàðèêè, ñîäåðæàùèå 1 â ïåðâîì
ðàçðÿäå, âî âòîðîì � øàðèêè ñ 1 âî âòîðîì ðàçðÿäå è ò.ä. Ðåçóëüòàòû
èçìåðåíèé áóäåì çàïèñûâàòü òàê: åñëè â ãðóïïå ñîäåðæèòñÿ ðàäèîàêòèâíûé
øàðèê, òî çàïèøåì 1, â ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåðó èçìåðåíèÿ ðàçðÿä, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàïèøåì 0.

Ïîëó÷åííîå äâîè÷íîå ÷èñëî áóäåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòü íîìåð ðàäèîàêòèâíîãî
øàðèêà.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîèñêà 1 øàðèêà ñðåäè N øàðèêîâ íåîáõîäèìî
dlog2(N)e èçìåðåíèé.

Ïîõîæåå ðåøåíèå èìååò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ñðåäè 9 ìîíåò íåîáõîäèìî
íàéòè îäíó ôàëüøèâóþ, ïîëüçóÿñü ÷àøå÷íûìè âåñàìè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
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ôàëüøèâàÿ ìîíåòà âåñèò áîëüøå íàñòîÿùåé. Çäåñü äëÿ êàæäîãî âçâåøèâàíèÿ
âîçìîæíî òðè ðåçóëüòàòà: ïåðåâåñèëà ëåâàÿ ÷àøêà, ïåðåâåñèëà ïðàâàÿ è
âåñû óðàâíîâåøåíû.

Çàêîäèðóåì íîìåðà ìîíåò â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ:
0 1 2 3 4 5 6 7 8
00 01 02 10 11 12 20 21 22

Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà äâà âçâåøèâàíèÿ, ïðè ýòîì 1 áóäåò îçíà÷àòü,
÷òî ìîíåòó íóæíî ïîëîæèòü íà ëåâóþ ÷àøó âåñîâ, 2 � íà ïðàâóþ ÷àøó, à
0 � ÷òî ìîíåòà íå ó÷àñòâóåò âî âçâåøèâàíèè.

Çàïèøåì ðåçóëüòàòû êàæäîãî âçâåøèâàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçðÿä
(1 � ïåðåâåñèëà ëåâàÿ ÷àøà, 2 � ïðàâàÿ, 0 � âåñû óðàâíîâåøåíû). Ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íîìåð ôàëüøèâîé ìîíåòû. Â îáùåì ñëó÷àå
äëÿ ïîèñêà îòâåòà íåîáõîäèìî dlog3(N)e âçâåøèâàíèé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ôàëüøèâîé ìîíåòû ñðåäè 12 ñ ïîìîùüþ
÷àøå÷íûõ âåñîâ, ïðè óñëîâèè, ÷òî íåèçâåñòíî, òÿæåëåå ëè ôàëüøèâàÿ ìîíåòà
èëè ëåã÷å.

Ïåðâîå ëîãè÷íîå óñëîâèå, êîòîðîå ìû îïóñêàëè â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ,
ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî ìîíåò íà ðàçëè÷íûõ ÷àøàõ âåñîâ äîëæíî
áûòü îäèíàêîâûì.

Èíòóèòèâíîå ðåøåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçäåëèòü ìîíåòû íà 4
÷àñòè � 2 ÷àñòè îòëîæèòü è ïîëîæèòü ïî îäíîé ÷àñòè íà êàæäóþ èç
÷àø âåñîâ, åñëè âåñû óðàâíîâåøåíû, òî ôàëüøèâàÿ ìîíåòà íàõîäèòñÿ â
îòëîæåííîé ÷àñòè, èíà÷å � ñðåäè ìîíåò, ïîëîæåííûõ íà ÷àøè. Áóäåì
ïðîäîëæàòü äàííûé ïðîöåññ äëÿ ÷àñòè, ñîäåðæàùåé ôàëüøèâóþ ìîíåòó, è
ïîëó÷èì îöåíêó dlog2(N)e (ôàêòè÷åñêè, çàäà÷à ñâåëàñü ê çàäà÷å î ðàäèîàêòèâíîì
øàðèêå). Ïðè ýòîì ìû íèêàê íå ó÷èòûâàåì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ âçâåøèâàíèé,
êîòîðûå òàêæå ìîãóò íåñòè ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ.

Ââåäåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó êîäèðîâàíèÿ: 0 îçíà÷àåò, ÷òî ìîíåòà íå
ó÷àñòâóåò âî âçâåøèâàíèè, 1 � ÷òî ó÷àñòâóåò (ïðè ýòîì, åñëè îíà óæå
ó÷àñòâîâàëà âî âçâåøèâàíèÿõ, òî ìîíåòà îñòàåòñÿ íà òîé æå ÷àøå), 2 � ÷òî
ìîíåòà ó÷àñòâóåò âî âçâåøèâàíèè (ïðè ýòîì îíà îáÿçàòåëüíî ó÷àñòâîâàëà
â îäíîì èç ïðåäûäóùèõ âçâåøèâàíèé è â òåêóùåì âçâåøèâàíèè ëåæèò íà
ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àøå âåñîâ). Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî íè â êàêîì
êîäå 2 íå ìîæåò ïðåäøåñòâîâàòü 1. Çàïèøåì âñå âàðèàíòû, âûïèñûâàÿ, äëÿ
óäîáñòâà, êîäû â ñòîëáèê:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 2 1 2 2
0 1 0 0 1 1 0 1 2 2 0 2 1 2
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×òîáû áûëî âîçìîæíî ïðîâåñòè èçìåðåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû â êàæäîé
ñòðîêå áûëî ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ (èíà÷å êîëè÷åñòâî ìîíåò íà ÷àøàõ
áóäåò ðàçëè÷íûì). Äëÿ ýòîãî âû÷åðêíåì èç òàáëèöû, íàïðèìåð, 0 è 7
ñòîëáöû (êàê âèäíî, 0 ñòîëáåö íå ìåíÿåò ÷åòíîñòü, è çàäà÷à ìîæåò áûòü
ðåøåíà è äëÿ 13 ìîíåò).

Â ïåðâîì âçâåøèâàíèè âîçüìåì 8 ìîíåò ñ 1 â ïåðâîì ðàçðÿäå è ïîëîæèì
èõ íà ÷àøè âåñîâ ïî 4. Íà 2 âçâåøèâàíèè óáåðåì 3 ìîíåòû (ó êîòîðûõ 0 âî
âòîðîì ðàçðÿäå), ïåðåëîæèì 3 ìîíåòû íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àøó âåñîâ è
çàïîëíèì îñòàâøèåñÿ ìåñòà òåìè ìîíåòàìè, ó êîòîðûõ 1 âî âòîðîì ðàçðÿäå
âîçíèêàåò âïåðâûå. Ïîëüçóÿñü òåìè æå ñîîáðàæåíèÿìè, ïðîâåäåì âòîðîå
âçâåøèâàíèå.

Ðåçóëüòàòû âçâåøèâàíèé áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
÷àøè óðàâíîâåøåíû, òî çàïèñûâàåì â ðàçðÿä, ñîîòâåòñòâóþùèé èçìåðåíèþ,
0. Åñëè îäíà ÷àøà âåñîâ ïåðåâåñèëà âïåðâûå èëè â òó æå ñòîðîíó, êàê
è â ïðåäûäóùåì âçâåøèâàíèè (êîãäà ÷àøè íå áûëè óðàâíîâåøåíû), òî
çàïèñûâàåì 1. Åñëè æå âåñû ïåðåâåñèëè â ïðîòèâîïîëîæíóþ ïðåäûäóùåìó
íåóðàâíîâåøåííîìó âçâåøèâàíèþ ñòîðîíó, òî çàïèøåì 2. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì êîä ôàëüøèâîé ìîíåòû (äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôàëüøèâàÿ ìîíåòà
íå ó÷àñòâîâàëà âî âçâåøèâàíèè, òî âåñû óðàâíîâåøåíû, åñëè áûëà íà îäíîé
è òîé æå ÷àøå � ïîëó÷èì åäèíèöû, à åñëè íà ðàçíûõ � äâîéêè). Â îáùåì
ñëó÷àå êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé áóäåò ðàâíî dlog3(2×N+1)e, ò.å. äëÿ N ≥ 9
ýòî ðåøåíèå áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì èíòóèòèâíîå.

Â îáùåì ñëó÷àå, â ðåøåíèè çàäà÷, ãäå ìîæíî îïðåäåëèòü íåêèé ïðèçíàê
äëÿ ãðóïïû ýëåìåíòîâ èëè äëÿ íåñêîëüêèõ ãðóïï, ìû äîëæíû ñòðåìèòüñÿ
ðàçáèòü ýëåìåíòû íà êàê ìîæíî áîëåå ïîõîæèå ïî êîëè÷åñòâó ãðóïïû (ýòî
íåîáõîäèìî äëÿ ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà èçìåðåíèé â õóäøåì ñëó÷àå).
Êàæäîìó ýëåìåíòó ñëåäóåò ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîä ôèêñèðîâàííîé
äëèíû è íàõîäèòü ìåòîä îòîáðàæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé â ñîîòâåòñòâóþùèé
êîä.
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7 Ñîðòèðîâêà ïóçûðüêîì
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Ðèñ. 1: Íóëåâîé ïðîõîä. Ñðàâíèâàåìûå ïàðû è
îáìåíû âûäåëåíû

Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü
ìàññèâ îòñîðòèðîâàííûì,
åñëè ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû
â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ
(ò.å. êàæäûé ýëåìåíò
íå ìåíüøå ïðåäûäóùåãî).
Âñå ïðèìåðû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
íà òèïå int, îäíàêî
îí ìîæåò áûòü çàìåíåí
ëþáûì äðóãèì ñðàâíèìûì
òèïîì äàííûõ.

Ðàññìîòðåíèå ìåòîäîâ
ñîðòèðîâêè íà÷íåì ñ
ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì
(BubbleSort).

Ýòî îäèí èç ïðîñòåéøèõ ìåòîäîâ ñîðòèðîâêè, êîòîðûé îáû÷íî âõîäèò â
øêîëüíûé êóðñ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàçâàíèå ìåòîäà îòðàæàåò åãî ñóùíîñòü:
íà êàæäîì øàãå ñàìûé ¾ëåãêèé¿ ýëåìåíò ïîäíèìàåòñÿ äî ñâîåãî ìåñòà
(¾âñïëûâàåò¿). Äëÿ ýòîãî ìû ïðîñìàòðèâàåì âñå ýëåìåíòû ñíèçó ââåðõ,
áåðåì ïàðó ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ è, â ñëó÷àå, åñëè îíè ñòîÿò íåïðàâèëüíî,
ìåíÿåì èõ ìåñòàìè.

Âìåñòî ïîäíÿòèÿ ñàìîãî ¾ëåãêîãî¿ ýëåìåíòà ìîæíî ¾òîïèòü¿ ñàìûé
¾òÿæåëûé¿.

Ò.ê. çà êàæäûé øàã íà ñâîå ìåñòî âñòàåò ðîâíî 1 ýëåìåíò (ñàìûé ¾ëåãêèé¿
èç îñòàâøèõñÿ), òî íàì ïîòðåáóåòñÿ âûïîëíèòü N øàãîâ.

Òåêñò ôóíêöèè ñîðòèðîâêè ìîæíî çàïèñàòü òàê:

void bubble_sort(int a[], int n)
{

int i, j, k;
For(i, n)
for (j=n-1; j>i; j--)
if (a[j-1] > a[j]) {

k = a[j-1];
a[j-1] = a[j];
a[j] = k;

}
}
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Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ìàêðîïîäñòàíîâêó

#define For(a,b) for(a=0; a<b; a++)
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Ðèñ. 2: Íîìåð ïðîõîäà.
Îòñîðòèðîâàííàÿ ÷àñòü ïîìå÷åíà
ïîëîñîé

êîòîðàÿ èçáàâëÿåò íàñ îò íåîáõîäèìîñòè
ïèñàòü äëèííûå êîìàíäû è óìåíüøàåò
êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ îïå÷àòîê è
îøèáîê.

Àëãîðèòì íå èñïîëüçóåò äîïîëíèòåëüíîé
ïàìÿòè, ò.å. âñå äåéñòâèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ
íà îäíîì è òîì æå ìàññèâå.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè
ïóçûðüêîì ñîñòàâëÿåò O(N2), êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ: N× (N−1)/2.
Ýòî î÷åíü ïëîõàÿ ñëîæíîñòü, íî
àëãîðèòì èìååò äâà ïëþñà.

Âî-ïåðâûõ, îí ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ,
à çíà÷èò, ìîæåò è äîëæåí ïðèìåíÿòüñÿ
â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òðåáóåòñÿ
îäíîêðàòíàÿ ñîðòèðîâêà ìàññèâà.
Ïðè ýòîì ðàçìåð ìàññèâà íå äîëæåí
áûòü áîëüøå 10000, ò.ê. èíà÷å àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì íå áóäåò
óêëàäûâàòüñÿ â îòâåäåííîå âðåìÿ.

Âî-âòîðûõ, ñîðòèðîâêà ïóçûðüêîì èñïîëüçóåò òîëüêî ñðàâíåíèÿ è ïåðåñòàíîâêè
ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ, à çíà÷èò, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â òåõ çàäà÷àõ, ãäå ÿâíî
ðàçðåøåí òîëüêî òàêîé îáìåí è äëÿ ñîðòèðîâêè, íàïðèìåð, ñïèñêîâ.

Ñóùåñòâóþò ðàçíîîáðàçíûå ¾îïòèìèçàöèè¿ ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì, êîòîðûå
óñëîæíÿþò (à íåðåäêî è óâåëè÷èâàþò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà), íî íå
ïðèíîñÿò âûãîäû íè â ïëàíå ñëîæíîñòè, íè â ïëàíå áûñòðîäåéñòâèÿ.

Íà ýòîì ïëþñû ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì çàêàí÷èâàþòñÿ. Â äàëüíåéøåì
ìû åùå áîëåå ñóçèì îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì.

8 Ñîðòèðîâêà ïðÿìûì âûáîðîì
Ðàññìîòðèì åùå îäèí êâàäðàòè÷íûé àëãîðèòì, êîòîðûé, îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì ïî êîëè÷åñòâó ïðèñâàèâàíèé è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, êîãäà
ïî óñëîâèþ çàäà÷è íåîáõîäèìî ÿâíî ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî ïðèñâàèâàíèé.

Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ìû áóäåì âûáèðàòü ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìàññèâà è ïðèïèñûâàòü åãî ê óæå îòñîðòèðîâàííîé
÷àñòè. Ïîâòîðèâ ýòè äåéñòâèÿ N ðàç, ìû ïîëó÷èì îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ.
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void select_sort(int a[], int n)
{

int i, j, k;
For (i,n) {
k=i;
for(j=i+1; j<n; j++)

if (a[j]<a[k]) k=j;
j=a[k]; a[k]=a[i]; a[i]=j;

}
}

Êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé ñîñòàâëÿåò O(N2), à êîëè÷åñòâî ïðèñâàèâàíèé
âñåãî O(N). Â öåëîì ýòî ïëîõîé ìåòîä, è îí äîëæåí áûòü èñïîëüçîâàí
òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ÿâíî íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî ïðèñâàèâàíèé.

9 Ïèðàìèäàëüíàÿ ñîðòèðîâêà
Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè (ðàáîòàþùèõ

çà O(N log N)) ñ ïèðàìèäàëüíîé ñîðòèðîâêè, â êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ çíàêîìûå
íàì èäåè êó÷è.

Ìû áóäåì âûáèðàòü èç êó÷è ñàìûé áîëüøîé ýëåìåíò, è çàïèñûâàòü
åãî â íà÷àëî óæå îòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè ìàññèâà (ñîðòèðîâêà âûáîðîì â
îáðàòíîì ïîðÿäêå). Ò.å. îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ áóäåò ñòðîèòüñÿ îò êîíöà
ê íà÷àëó. Òàêèå óõèùðåíèÿ íåîáõîäèìû, ÷òîáû íå áûëî íåîáõîäèìîñòè â
äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè è äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà � êó÷à áóäåò
ðàñïîëàãàòüñÿ â íà÷àëå ìàññèâà, à îòñîðòèðîâàííàÿ ÷àñòü áóäåò íàõîäèòüñÿ
ïîñëå êó÷è.

Íàïîìíèì ñâîéñòâî êó÷è ìàêñèìóìîâ: ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè i+1 è i+2
íå áîëüøå, ÷åì ýëåìåíò ñ èíäåêñîì i (åñòåñòâåííî, åñëè i + 1 è i + 2 ëåæàò
â ïðåäåëàõ êó÷è). Ïóñòü n � ðàçìåð êó÷è, òîãäà âòîðàÿ ïîëîâèíà ìàññèâà
(ýëåìåíòû îò n/2 + 1 äî n) óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó êó÷è. Äëÿ îñòàëüíûõ
ýëåìåíòîâ âûçîâåì ôóíêöèþ ¾ïðîòàëêèâàíèÿ¿ ïî êó÷å, íà÷èíàÿ ñ n/2 äî
0.

void down_heap(int a[], int k, int n)
{

int minp, pos=0, y, temp=a[k];
while (k*2+1 < n) {
y=k*2+1;
if (y < n-1 && a[y] < a[y+1]) y++;
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if (temp >= a[y]) break;
a[k]=a[y];
k=y;

}
a[k]=temp;

}

Ýòà ôóíêöèÿ ïîëó÷àåò óêàçàòåëü íà ìàññèâ, íîìåð ýëåìåíòà, êîòîðûé
íåîáõîäèìî ïðîòîëêíóòü è ðàçìåð êó÷è. Ó íåå åñòü íåáîëüøèå îòëè÷èÿ îò
îáû÷íûõ ôóíêöèé ðàáîòû ñ êó÷åé. Íîìåð ìèíèìàëüíîãî ïðåäêà õðàíèòñÿ
â ïåðåìåííîé y, åñëè íåîáõîäèìîñòü â îáìåíàõ çàêîí÷åíà, òî ìû âûõîäèì
èç öèêëà è çàïèñûâàåì ïðîñåÿííóþ ïåðåìåííóþ íà ïðåäíàçíà÷åííîå åé
ìåñòî.

Ñàìà ñîðòèðîâêà áóäåò ñîñòîÿòü èç ñîçäàíèÿ êó÷è èç ìàññèâà è N
ïåðåíîñîâ ýëåìåíòîâ ñ âåðøèíû êó÷è ñ ïîñëåäóþùèì âîññòàíîâëåíèåì ñâîéñòâà
êó÷è:

void heap_sort(int a[], int n) {
int i, temp;
for(i=n/2-1; i >= 0; i--) down_heap(a, i, n);
for(i=n-1; i > 0; i--) {
temp=a[i]; a[i]=a[0]; a[0]=temp;
down_heap(a, 0, i);

}
}

Âñåãî â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà áóäåò âûïîëíåíî 3×N/2−2 âûçîâà
ôóíêöèè down_heap, êàæäûé èç êîòîðûõ çàíèìàåò O(log N). Òàêèì îáðàçîì,
ìû è ïîëó÷àåì èñêîìóþ ñëîæíîñòü â O(N log N), íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì
äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Êîëè÷åñòâî ïðèñâàèâàíèé òàêæå ñîñòàâëÿåò O(N log N).

Ïèðàìèäàëüíóþ ñîðòèðîâêó ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü, åñëè èç óñëîâèÿ çàäà÷è
ïîíÿòíî, ÷òî åäèíñòâåííîé ðàçðåøåííîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ¾ïðîòàëêèâàíèå¿
ýëåìåíòà ïî êó÷å, ëèáî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

10 Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà
Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè èäåè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â áûñòðîé ñîðòèðîâêå,

ïðè ïîèñêå ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Òî÷íî òàê æå, êàê è â òîì àëãîðèòìå,
ìû âûáèðàåì íåêèé îïîðíûé ýëåìåíò è âñå ÷èñëà, ìåíüøèå åãî ïåðåìåùàåì
â ëåâóþ ÷àñòü ìàññèâà, à âñå ÷èñëà áîëüøèå åãî � â ïðàâóþ ÷àñòü. Çàòåì
âûçûâàåì ôóíêöèþ ñîðòèðîâêè äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ÷àñòåé.
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Òàêèì îáðàçîì, íàøà ôóíêöèÿ ñîðòèðîâêè äîëæíà ïðèíèìàòü óêàçàòåëü
íà ìàññèâ è äâå ïåðåìåííûå, îáîçíà÷àþùèå ëåâóþ è ïðàâóþ ãðàíèöó ñîðòèðóåìîé
îáëàñòè.

4 9 7 6 2 3 8

i j

4 3 7 6 2 9 8

i j

4 9 2 6 7 3 8

i j

4 9 7 6 2 3 8

ij

Ðèñ. 3: Ïåðâûé ïðîõîä áûñòðîé ñîðòèðîâêè

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà âûáîðå îïîðíîãî ýëåìåíòà. Â íåêîòîðûõ
êíèãàõ ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé
ãðàíèöåé. Õîòÿ òåîðåòè÷åñêè ýòî êðàñèâî è ïðàâèëüíî, íî íà ïðàêòèêå
ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíîãî ÷èñëà äîñòàòî÷íî
ìåäëåííàÿ è òàêîé ìåòîä çàìåòíî óõóäøàåò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü àëãîðèòìà
â ñðåäíåì.

Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñåðåäèíà îáëàñòè, ò.å. ýëåìåíò ñ èíäåêñîì
(l + r)/2. Ïðè òàêîì ïîäõîäå èñïîëüçóþòñÿ áûñòðûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ
è äåëåíèÿ íà äâà, è â öåëîì îí ðàáîòàåò äîñòàòî÷íî íåïëîõî. Îäíàêî â
íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, ãäå ñóòüþ ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñîðòèðîâêà, õèòðîå
æþðè ñïåöèàëüíî ïîäáèðàåò òåñòû òàê, ÷òîáû ¾çàâàëèòü¿ ñòàíäàðòíóþ
áûñòðóþ ñîðòèðîâêó ñ âûáîðîì îïîðíîãî ýëåìåíòà èç ñåðåäèíû. Ñòîèò
çàìåòèòü, ÷òî ýòî î÷åíü ðåäêàÿ ñèòóàöèÿ, íî âñå æå ñòîèò çíàòü, ÷òî ìîæíî
âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ñ èíäåêñîì m òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî l ≤ m ≤ r. ×òîáû ýòî óñëîâèå âûïîëíÿëîñü, äîñòàòî÷íî âûáðàòü
ïðîèçâîëüíûå äâà ÷èñëà x è y è âûáèðàòü m èñõîäÿ èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:
m = (x × l + y × r)/(x + y). Â öåëîì òàêîé ìåòîä áóäåò íåçíà÷èòåëüíî
ïðîèãðûâàòü âûáîðó ñðåäíåãî ýëåìåíòà, ò.ê. òðåáóåò äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ
óìíîæåíèé.

Ïðèâåäåì òåêñò ôóíêöèè áûñòðîé ñîðòèðîâêè ñ âûáîðîì ñðåäíåãî ýëåìåíòà
â êà÷åñòâå îïîðíîãî:

void quick_sort(int a[], int n)
{
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int i = 0, j = n-1, temp, p;
p = a[n/2];
do {
while (a[i] < p) i++;
while (a[j] > p) j--;
if (i <= j) {

temp = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = temp;
i++; j--;

}
} while ( i<=j );
if (j > 0) quick_sort(a, j);
if (n > i) quick_sort(a+i, n-i);

}

Çäåñü ìû íå ïåðåäàåì ëåâóþ ãðàíèöó â ÿâíîì âèäå, à ïîëüçóåìñÿ óêàçàòåëüíîé
àðèôìåòèêîé (ê óêàçàòåëþ íà íà÷àëî ñîðòèðóåìîé ÷àñòè ìàññèâà ïðè âûçîâå
ôóíêöèè äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ïðîñòî ïðèáàâëÿåì ÷èñëî � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ,
êîòîðîå ñëåäóåò ¾ïðîïóñòèòü¿). Ýòî äåëàåò èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè áûñòðîé
ñîðòèðîâêè áîëåå óäîáíûì, ò.ê. â íåå íàäî ïðîñòî ïåðåäàòü ìàññèâ è êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â íåì (êàê è â äðóãèõ âèäàõ ñîðòèðîâêè).

Àëãîðèòì áûñòðîé ñîðòèðîâêè â ñðåäíåì èñïîëüçóåò O(N log N) ñðàâíåíèé
è O(N log N) ïðèñâàèâàíèé (íà ïðàêòèêå äàæå ìåíüøå) è èñïîëüçóåò O(log N)
äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè (ñòåê äëÿ âûçîâà ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé). Â õóäøåì
ñëó÷àå àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü O(N2) è èñïîëüçóåò O(N) äîïîëíèòåëüíîé
ïàìÿòè, îäíàêî âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ õóäøåãî ñëó÷àÿ êðàéíå ìàëà:
íà êàæäîì øàãå âåðîÿòíîñòü õóäøåãî ñëó÷àÿ ðàâíà 2/N , ãäå N � òåêóùåå
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå îïòèìèçàöèè ìåòîäà áûñòðîé ñîðòèðîâêè.
Âî-ïåðâûõ, ïðè âûçîâå ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè âîçíèêàþò íàêëàäíûå

ðàñõîäû íà õðàíåíèå ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ (êîòîðûå íàì íå îñîáî íóæíû
ïðè ðåêóðñèâíûõ âûçîâàõ) è äðóãîé ñëóæåáíîé èíôîðìàöèåé. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè çàìåíå ðåêóðñèè ñòåêîì ìû ïîëó÷èì íåáîëüøîé ïðèðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
è íåáîëüøîå ñíèæåíèå òðåáóåìîãî îáúåìà äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

Âî-âòîðûõ, êàê ìû çíàåì, âûçîâ ôóíêöèè � äîñòàòî÷íî íàêëàäíàÿ
îïåðàöèÿ, à äëÿ íåáîëüøèõ ìàññèâîâ áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà ðàáîòàåò íå î÷åíü
õîðîøî. Ïîýòîìó, åñëè ïðè âûçîâå ôóíêöèè ñîðòèðîâêè â ìàññèâå íàõîäèòñÿ
ìåíüøå, ÷åì K ýëåìåíòîâ, ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü êàêîé-ëèáî íåðåêóðñèâíûé
ìåòîä, íàïðèìåð, ñîðòèðîâêó âñòàâêàìè èëè âûáîðîì. ×èñëî K ïðè ýòîì
âûáèðàåòñÿ â ðàéîíå 20, êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïîäáèðàþòñÿ îïûòíûì ïóòåì.
Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìîæåò äàòü äî 15% ïðèðîñòà ïðîèçâîäèòåëüíîñòè.
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Áûñòðóþ ñîðòèðîâêó ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ äâóñâÿçíûõ ñïèñêîâ
(ò.ê. â íåé îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûé äîñòóï ñ íà÷àëà è ñ
êîíöà), íî â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñ âûáîðîì îïîðíîãî ýëåìåíòà �
åãî ïðèõîäèòñÿ áðàòü ïåðâûì èëè ïîñëåäíèì â ñîðòèðóåìîé îáëàñòè. Ýòó
ïðîáëåìà ìîæíî ðåøèòü íåêèì íàáîðîì ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâîê
ýëåìåíòîâ ñïèñêà, òîãäà äàæå åñëè äàííûå áûëè ïîäîáðàíû ñïåöèàëüíî,
ýôôåêò íåéòðàëèçóåòñÿ.

11 Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèÿìè
Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèÿìè òàêæå îñíîâûâàåòñÿ íà èäåå, êîòîðàÿ óæå áûëà

íàìè çàòðîíóòà ïðè ðàññìîòðåíèè àëãîðèòìà ïîèñêà äâóõ ìàêñèìàëüíûõ
ýëåìåíòîâ. Â ýòîì àëãîðèòìå ìû ñíà÷àëà ðàçîáüåì ýëåìåíòû íà ïàðû è
óïîðÿäî÷èì èõ âíóòðè ïàðû. Çàòåì èç äâóõ ïàð ñîçäàäèì óïîðÿäî÷åííûå
÷åòâåðêè è ò.ä.

3 7 8 2 4 6 1 5 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 1
3 7 2 8 4 6 1 5 Ñëèÿíèå äî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

2 3 7 8 1 4 5 6 Ñëèÿíèå ïàð â óïîðÿäî÷åííûå ÷åòâåðêè
1 2 3 4 5 6 7 8 Ñëèÿíèå ïàð â óïîðÿäî÷åííûå ÷åòâåðêè

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñàì ïðîöåññ ñëèÿíèÿ: äëÿ êàæäîé èç ïîëîâèíîê
ìû óñòàíàâëèâàåì óêàçàòåëè íà íà÷àëî, ñìîòðèì, â êàêîé èç ÷àñòåé ýëåìåíò
ïî óêàçàòåëþ ìåíüøå, çàïèñûâàåì ýòîò ýëåìåíò â íîâûé ìàññèâ è ïåðåìåùàåì
ñîîòâåòñòâóþùèé óêàçàòåëü.

Îïèøåì ôóíêöèþ ñëèÿíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

void merge(int a[], int b[], int c, int d, int e)
{

int p1=c, p2=d, pres=c;
while (p1 < d && p2 < e)
if (a[p1] < a[p2])
b[pres++] = a[p1++];

else
b[pres++] = a[p2++];

while (p1 < d)
b[pres++]=a[p1++];

while (p2 < e)
b[pres++]=a[p2++];

}
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Çäåñü a � èñõîäíûé ìàññèâ, b � ìàññèâ ðåçóëüòàòà, c è d � óêàçàòåëè
íà íà÷àëî ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî, e � óêàçàòåëü íà êîíåö
âòîðîé ÷àñòè.

Äàëåå îïèøåì äîâîëüíî õèòðóþ íåðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ ñîðòèðîâêè
ñëèÿíèåì:

void merge_sort(int a[], int n)
{

int *temp, *a2=a, *b=(int*)malloc(n*sizeof(int)), *b2;
int c, k = 1, d, e;
b2=b;
while (k <= 2*n) {
for (c=0; c<n; c+=k*2) {

d=c+k<n?c+k:n;
e=c+2*k<n?c+2*k:n;
merge(a2, b, c, d, e);

}
temp = a2; a2 = b; b = temp;
k *= 2;

}
for (c=0; c<n; c++)
a[c] = a2[c];
free(b2);

}

Ðåêóðñèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ñîðòèðîâêè ñëèÿíèìè íåñêîëüêî ïðîùå, íî
îáëàäàåò ìåíüøåé ýôôåêòèâíîñòüþ è òðåáóåò O(log N) äîïîëíèòåëüíîé
ïàìÿòè.

Àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü O(N log N) è òðåáóåò O(N) äîïîëíèòåëüíîé
ïàìÿòè.

Â îðèãèíàëå ýòîò àëãîðèòì áûë ïðèäóìàí äëÿ ñîðòèðîâêè äàííûõ âî
âíåøíåé ïàìÿòè (äàííûå áûëè ðàñïîëîæåíû â ôàéëàõ) è òðåáóåò òîëüêî
ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîñòóïà. Ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíèì äëÿ ñîðòèðîâêè îäíîñâÿçíûõ
ñïèñêîâ.

12 Ñîðòèðîâêà ïîäñ÷åòîì
Ýòî ñîðòèðîâêà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî äëÿ äèñêðåòíûõ äàííûõ.

Äîïóñòèì, ó íàñ åñòü ÷èñëà îò 0 äî 99, êîòîðûå íàì ñëåäóåò îòñîðòèðîâàòü.
Çàâåäåì ìàññèâ ðàçìåðîì â 100 ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì áóäåì çàïîìèíàòü,
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ñêîëüêî ðàç âñòðå÷àëîñü êàæäîå ÷èñëî (ò.å. ïðè ïîÿâëåíèè ÷èñëà áóäåì
óâåëè÷èâàòü ýëåìåíò âñïîìîãàòåëüíîãî ìàññèâà ñ èíäåêñîì, ðàâíûì ýòîìó
÷èñëó, íà 1). Çàòåì ïðîñòî ïðîéäåì ïî âñåì ÷èñëàì îò 0 äî 99 è âûâåäåì
êàæäîå ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî îíî âñòðå÷àëîñü. Ñîðòèðîâêà ðåàëèçóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

for (i=0; i<MAXV; i++)
c[i] = 0;

for (i=0; i<n; i++)
c[a[i]]++;

k=0;
for (i=0; i<MAXV; i++)
for (j=0; j<c[i]; j++)

a[k++]=i;

Çäåñü MAXV � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ
(ò.å. âñå ÷èñëà ìàññèâà äîëæíû ëåæàòü â ïðåäåëàõ îò 0 äî MAXV − 1).

Àëãîðèòì èñïîëüçóåò O(MAXV ) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè è èìååò ñëîæíîñòü
O(N + MAXV ). Åãî ïðèìåíåíèå äàåò îòëè÷íûé ðåçóëüòàò, åñëè MAXV
íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìàññèâå.

13 Ïîðàçðÿäíàÿ ñîðòèðîâêà
Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ïîäñ÷åòîì ÷ðåçâû÷àéíî ïðèâëåêàòåëåí ñâîåé âûñîêîé

ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ, íî îíà óõóäøàåòñÿ ïðè âîçðàñòàíèè MAXV , òàêæå
ðåçêî âîçðàñòàþò òðåáîâàíèÿ ê äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Ôàêòè÷åñêè, íåâîçìîæíî
îñóùåñòâèòü ñîðòèðîâêó ïîäñ÷åòîì äëÿ ïåðåìåííûõ òèïà unsigned int
(MAXV ïðè ýòîì ðàâíî 232).

Â êà÷åñòâå ðàçâèòèÿ èäåè ñîðòèðîâêè ïîäñ÷åòîì ðàññìîòðèì ïîðàçðÿäíóþ
ñîðòèðîâêó. Ñíà÷àëà îòñîðòèðóåì ÷èñëà ïî ïîñëåäíåìó ðàçðÿäó (åäèíèö).
Çàòåì ïîâòîðèì òî æå ñàìîå äëÿ âòîðîãî è ïîñëåäóþùèõ ðàçðÿäîâ, ïîëüçóþñü
êàêèì ëèáî óñòîé÷èâûì àëãîðèòìîì ñîðòèðîâêè (ò.å. åñëè ÷èñëà ñ îäèíàêîâûì
çíà÷åíèåì â ñîðòèðóåìîì ðàçðÿäå øëè â îäíîì ïîðÿäêå, òî â îòñîðòèðîâàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îíè áóäóò èäòè â òîì æå ïîðÿäêå).

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 457 839 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 837 657 839

Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì òàáëèöó, â ïåðâîì
ñòîëáöå êîòîðîé ðàñïîëîæåíû èñõîäíûå äàííûå,
à â ïîñëåäóþùèõ � ðåçóëüòàò ñîðòèðîâêè ïî
ðàçðÿäàì.

Äëÿ ñàìîé ñîðòèðîâêè áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñîðòèðîâêó ïîäñ÷åòîì. Ïîñëå ýòîãî áóäåì
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ïåðåäåëûâàòü ïîëó÷åííóþ òàáëèöó òàê, ÷òîáû
äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ ðàçðÿäà
ñîõðàíÿëàñü ïîçèöèÿ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé èäóò
÷èñëà ñ òàêèì çíà÷åíèåì â ñîîòâåòñòâóþùåì
ðàçðÿäå (ò.å. ñêîëüêî ýëåìåíòîâ èìåþò ìåíüøåå çíà÷åíèå â ýòîì ðàçðÿäå).
Íàçîâåì ýòîò ìàññèâ c.

Ïîñëå ýòîãî áóäåì ïðîõîäèòü ïî âñåìó èñõîäíîìó ìàññèâó, ñìîòðåòü íà
òåêóùåå çíà÷åíèå ðàçðÿäà (i), çàïèñûâàòü òåêóùåå ÷èñëî âî âñïîìîãàòåëüíûé
ìàññèâ (b) íà ïîçèöèþ c[i], à çàòåì óâåëè÷èâàòü c[i] (÷òîáû íîâîå ÷èñëî ñ
òàêèì æå çíà÷åíèåì òåêóùåãî ðàçðÿäà íå ëåãëî ïîâåðõ óæå çàïèñàííîãî).

Ïóñòü êîëè÷åñòâî çíàêîâ â ÷èñëå ðàâíî k, à êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ðàâíî m (ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè çàïèñè ÷èñëà).
Òîãäà êîëè÷åñòâî ïðèñâàèâàíèé, ïðîèçâîäèìîå àëãîðèòìîì, áóäåò ðàâíî
O(k ×N + k ×m), à êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè � O(N + k ×m).

Ïðèâåäåì ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ ïîðàçðÿäíîé ñîðòèðîâêè äëÿ áåççíàêîâûõ
4-áàéòíûõ ÷èñåë (unsigned int). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü 4 ðàçðÿäà, êàæäûé
èç êîòîðûõ ðàâåí áàéòó (ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 256). Ýòà ðåàëèçàöèÿ
èñïîëüçóåò íåñêîëüêî õèòðîñòåé, êîòîðûå áóäóò ïîÿñíåíû íèæå.
void radix_sort(unsigned int a[], int n)
{

unsigned int *t, *a2=a;
unsigned int *b=(unsigned int*) malloc(n*sizeof(int));
unsigned int *b2;
unsigned char *bp;
int i, j, npos, temp;
int c[256][4];
b2 = b;
memset(c, 0, sizeof(int)*256*4);
bp = (unsigned char*) a;
For(i,n)
For (j,4) {

c[*bp][j]++;
bp++;

}
For(j,4) {
npos = 0;
For(i,256) {

temp = c[i][j];
c[i][j] = npos;
npos += temp;
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}
}
For(j,4) {
bp = (unsigned char*) a2 + j;
For(i,n) {

b[c[*bp][j]++] = a2[i];
bp += 4;

}
t = a2; a2 = b; b = t;

}
free(b2);

}

Ôóíêöèÿ memset èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàïîëíåíèÿ çàäàííîé îáëàñòè ïàìÿòè
íóëÿìè (îáíóëåíèå ìàññèâà), îíà íàõîäèòñÿ â áèáëèîòåêå string.h. Âñþ
òàáëèöó ñäâèãîâ (c) ìû áóäåì ñòðîèòü çàðàíåå äëÿ âñåõ 4 ðàçðÿäîâ. Äëÿ
ýôôåêòèâíî äîñòóïà ê îòäåëüíûì áàéòàì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óêàçàòåëü
bp òèïà unsigned char * (òèï char êàê ðàç çàíèìàåò 1 áàéò è ìîæåò
òðàêòîâàòüñÿ êàê ÷èñëî). Çàòåì ìû ôîðìèðóåì ìîäèôèöèðîâàííóþ òàáëèöó
è ïðîâîäèì ñîáñòâåííî ôóíêöèþ ðàññòàíîâêè ÷èñåë ïî âñåì 4 ðàçðÿäàì.

Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü çàìåòèò â ïðèâåäåííîé ôóíêöèè íåñêîëüêî
ìåñò, êîòîðûå íà ïåðâûé âçãëÿä êàæóòñÿ îøèáî÷íûìè. Õîòÿ â òåêñòîâîì
îïèñàíèè ìû è ãîâîðèëè, ÷òî ñëåäóåò ñîðòèðîâàòü, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíèõ
ðàçðÿäîâ, â ðåàëèçàöèè ìû íà÷èíàåì ñ ïåðâûõ áàéòîâ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî â àðõèòåêòóðå x86 ÷èñëà õðàíÿòñÿ â ¾ïåðåâåðíóòîì¿ âèäå � ýòî
áûëî ñäåëàíî äëÿ ñîâìåñòèìîñòè ñ ìëàäøèìè ìîäåëÿìè.

Âòîðîå âîçìîæíîå ìåñòî äëÿ îøèáêè � ìàññèâ a íå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
óêàçàòåëþ îòñîðòèðîâàííîãî ìàññèâà è íå îñóùåñòâëÿåòñÿ êîïèðîâàíèå
îòñîðòèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ â íåãî â êîíöå ðàáîòû ôóíêöèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ
÷åòíûì êîëè÷åñòâîì ðàçðÿäîâ, òàê ÷òî ðåçóëüòàò â èòîãå è òàê îêàçûâàåòñÿ
â ìàññèâå a.

Âîîáùå ãîâîðÿ, äàëåêî íå îáÿçàòåëüíî òàê ñèëüíî ñâÿçûâàòü ïîðàçðÿäíóþ
ñîðòèðîâêó ñ àïïàðàòíûìè ñðåäñòâàìè. Áîëåå òîãî, îñíîâíîå óäîáñòâî ïîðàçðÿäíîé
ñîðòèðîâêè ñîñòîèò â òàì, ÷òî ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ñîðòèðîâàòü ñëîæíûå
ñòðóêòóðû, òàêèå êàê äàòû, ñòðîêè (ìàññèâû) è äðóãèå ñòðóêòóðû ñî ìíîãèìè
ïîëÿìè.
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14 Ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñîðòèðîâîê
Íàçâàíèå Ñðàâíåíèé Ïðèñâàèâàíèé Ïàìÿòü Âðåìÿ
Ïóçûðüêîì O(N2) O(N2) 0 −−−
Âûáîðîì O(N2) O(N) 0 −−−

Ïèðàìèäàëüíàÿ O(N log N) O(N log N) 0 16437
Áûñòðàÿ O(N log N) O(N log N) O(log N) 5618
Ñëèÿíèåì O(N log N) O(N log N) O(N) 7669
Ïîäñ÷åòîì 0 O(N) O(MAXV ) 322

Ïîðàçðÿäíàÿ 0 O(kN + km) O(N + km) 1784
Òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà 107 ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, êîòîðûå íå ïðåâûøàëè

105. Äëÿ êâàäðàòè÷íûõ àëãîðèòìîâ òåñòèðîâàíèå íå ïðîâîäèëîñü (ïîñêîëüêó
ýòî çàíÿëî áû î÷åíü áîëüøîå âðåìÿ). Ïðè òåñòèðîâàíèè èñïîëüçîâàëèñü
ïðèâåäåííûå âûøå ôóíêöèè. Â òàáëèöå k � êîëè÷åñòâî ¾öèôð¿, à m �
êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé, êîòîðîå ìîæåò ïðèíèìàòü êàæäàÿ öèôðà.

Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà â õóäøåì ñëó÷àå èìååò O(N2) ñðàâíåíèé è ïðèñâàèâàíèé.
Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ïîðàçðÿäíàÿ ñîðòèðîâêà îïåðåæàåò âñå îñòàëüíûå

íà ¾îáû÷íûõ¿ äàííûõ, íî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ áîëüøå ïîäõîäèò
áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà, ò.ê. ðàçíèöà óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà
ñîðòèðóåìûõ ýëåìåíòîâ, à ñàìî ïî ñåáå ñ÷èòûâàíèå 107 ýëåìåíòîâ çàíèìàåò
âðåìÿ íàìíîãî áîëüøåå, ÷åì ðàçíèöà âî âðåìåíè ìåæäó ýòèìè ñîðòèðîâêàìè.

Ïðè ðåøåíèè òîé èëè èíîé çàäà÷è ñëåäóåò âûáèðàòü íóæíûé òèï ñîðòèðîâêè
èñõîäÿ èç òàáëèöû è ñïåöèôè÷åñêèõ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè (ìèíèìèçàöèÿ
êîëè÷åñòâà ñðàâíåíèé èëè ïðèñâàèâàíèé, ñîðòèðîâêà ñïèñêîâ èëè ïîñëåäîâàòåëüíûé
äîñòóï ê äàííûì).

Åùå îäíà ïðàêòè÷åñêàÿ ðåêîìåíäàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïðè
ñîðòèðîâêå ñëîæíûõ ñòðóêòóð (íàïðèìåð, ñòðîê) ñëåäóåò íå ïðîèçâîäèòü
îáìåíû, à ïðîñòî ïåðåñòàâëÿòü óêàçàòåëè (ñòðîêà ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ
òûñÿ÷ ñèìâîëîâ, à óêàçàòåëü çàíèìàåò 4 áàéòà è ïðîöåññ ñîðòèðîâêè ìîæåò
óñêîðèòüñÿ âî ìíîãî ðàç).
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