
Ìèõàèë Ãóñòîêàøèí. Áèíàðíûå äåðåâüÿ.

1 Äåðåâüÿ
Â ïðîãðàììèðîâàíèè äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ íàïîìèíàåò îáû÷íîå äåðåâî, ïîýòîìó òåðìèíîëîãèÿ

äîâîëüíî ïîíÿòíà. Äåðåâî, ýòî äèíàìè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, ãäå, îáû÷íî, êàæäûé ýëåìåíò èìååò íåñêîëüêî
ññûëîê èëè íà îäèí ýëåìåíò ññûëàåòñÿ íåñêîëüêî äðóãèõ ýëåìåíòîâ. Êàê è â îáû÷íîì äåðåâå ó íàøåé ñòðóêòóðû
äàííûõ åñòü ¾êîðåíü¿, ¾óçëû¿ è ¾ëèñòüÿ¿. Äðóãàÿ ÷àñòü òåðìèíîëîãèè ïðîèñõîäèò óæå îò ãåíåàëîãè÷åñêèõ
äåðåâüåâ, â ñòðóêòóðå äàííûõ òàêæå îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ ¾ïðåäîê¿ (íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäêà òàêæå íàçûâàþò
¾îòöîì¿), ¾ïîòîìîê¿, à òàêæå ðàçíîîáðàçíûå ¾ñûíîâüÿ¿, ¾äåäóøêè¿, ¾äÿäè¿ è ïðî÷. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî
ó ëþáîãî ýëåìåíòà äåðåâà ìîæåò áûòü òîëüêî îäèí íåïîñðåäñòâåííûé ïðåäîê.

Ñàìûé ïðîñòîé, íî â òîæå âðåìÿ íå âñåãäà ïðèìåíèìûé ñïîñîá õðàíåíèÿ äåðåâà � ýòî ò.í. ¾êîðíåâîå äåðåâî¿,
êîãäà êàæäûé ýëåìåíò ñîäåðæèò ññûëêó òîëüêî íà ñâîåãî íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäêà. Ýòîò ñïîñîá õðàíåíèÿ
íåëüçÿ ïðèìåíÿòü, êîãäà íàì íåîáõîäèìî îáðàùàòüñÿ ê ïîòîìêàì.

Äðóãîé ðàñïðîñòðàíåííûé ñïîñîá õðàíåíèÿ äåðåâüåâ � ýòî áèíàðíûå (äâîè÷íûå) äåðåâüÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
êàæäûé óçåë õðàíèò óêàçàòåëè íà äâóõ ïîòîìêîâ, êîòîðûõ íàçûâàþò ëåâûì è ïðàâûì ñûíîì. Èíîãäà â áèíàðíûõ
äåðåâüÿõ òàêæå õðàíèòñÿ ññûëêà íà îòöà.

Ñóùåñòâóåò òàêæå êëàññ äåðåâüåâ, â êîòîðîì êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ ïðîèçâîëüíî. Â êëàññè÷åñêîé ëèòåðàòóðå
äëÿ ýòîãî îáû÷íî èñïîëüçóþò ñõåìó ñ äâóìÿ ññûëêàìè ¾ëåâûé ñûí è ïðàâûé áðàò¿, êîòîðàÿ, ïî ñóòè, àíàëîãè÷íà
ñïèñêó äåòåé, íî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â òàêèõ ñëó÷àÿõ âåêòîð äåòåé.

Îáùèì ñâîéñòâîì äåðåâüåâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå êîðíÿ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, ìû ìîæåì
îáðàùàòüñÿ ñ ïîääåðåâîì (ò.å. ñ äåðåâîì, ó êîòîðîãî êîðåíü � âûáðàííûé óçåë) òî÷íî òàê æå, êàê è ñ öåëûì
äåðåâîì. Ýòî ïîçâîëÿåò óäîáíî îáðàáàòûâàòü äåðåâüÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.

Ðàçìåðîì äåðåâà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íåì. Âûñîòà äåðåâà � ìàêñèìàëüíûé ïóòü îò êîðíÿ äî
ëèñòà.

Áîëåå ïîäðîáíî êàæäûé èç ýòèõ ñïîñîáîâ ìû èçó÷èì ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ.

2 Áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà
Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ïðèìåð äåðåâà, îáëàäàþùåãî íåêîòîðûì ñâîéñòâîì (êó÷ó). Òåïåðü ðàññìîòðèì äåðåâî

ñ äðóãèì ñâîéñòâîì: ëåâûé ñûí èìååò êëþ÷, ìåíüøèé, ÷åì â äàííîì óçëå, à ïðàâûé ñûí � áîëüøèé. Òàêèå
äåðåâüÿ íàçûâàþòñÿ áèíàðíûìè äåðåâüÿìè ïîèñêà. Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû â ëåâîì ïîääåðåâå
ìåíüøå äàííîãî ýëåìåíòà, à â ïðàâîì, íàîáîðîò, áîëüøå. Îáû÷íî, â áèíàðíûõ äåðåâüÿõ ïîèñêà íåò äâóõ ýëåìåíòîâ
ñ îäèíàêîâûìè êëþ÷àìè, íî åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî ìîæíî ëèáî â êàæäîì óçëå õðàíèòü êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ ñ òàêèì êëþ÷îì èëè äîáàâëÿòü åãî â ïðîèçâîëüíîå ïîääåðåâî. Êëþ÷àìè â áèíàðíîì äåðåâå ïîèñêà
ìîãóò áûòü ëþáûå ñðàâíèìûå ýëåìåíòû (ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé äëÿ öåëûõ ÷èñåë).
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Ðèñ. 1: Ïðèìåðû áèíàðíûõ äåðåâüåâ

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ïðèìåðû äâóõ áèíàðíûõ äåðåâüåâ ïîèñêà. Êàê âèäíî, äåðåâüÿ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ, õîòÿ
è ñîäåðæàò îäèíàêîâûå ýëåìåíòû. Ýòî çàâèñèò îò ïîðÿäêà äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ, õîòÿ äëÿ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ
äîáàâëåíèÿ ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ îäèíàêîâûå äåðåâüÿ.

Äëÿ ÷åãî æå íóæíî áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà è ïî÷åìó îíî òàê íàçûâàåòñÿ? Íà ñàìîì äåëå, áèíàðíîå äåðåâî
ïîèñêà ïîçâîëÿåò èñêàòü ýëåìåíò ïî êëþ÷ó çà O(log N) â ñðåäíåì (êàê è áèíàðíûé ïîèñê â îòñîðòèðîâàííîì
ìàññèâå) è, â îòëè÷èå îò îòñîðòèðîâàííîãî ìàññèâà, ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü âñòàâêó ýëåìåíòà çà O(log N) â
ñðåäíåì (äëÿ îòñîðòèðîâàííîãî ìàññèâà ýòà îïåðàöèÿ çàíèìàåò O(N)). Êðîìå òîãî, èç áèíàðíîãî äåðåâà ïîèñêà
ìîæíî çà O(N) ïîëó÷àòü îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ è äåëàòü ñ íèì äðóãèå ïîëåçíûå îïåðàöèè, òàêèå êàê ïîèñê
ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè çà O(log N) èëè îïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ýëåìåíòà òàêæå çà O(log N).

Îïèøåì ñòðóêòóðó, õðàíÿùóþ óçåë äåðåâà, à çàòåì áóäåì ââîäèòü ôóíêöèè ðàáîòû ñ äåðåâîì.

typedef struct _node
{

int key;
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struct _node *left, *right;
} node;

Âíà÷àëå ââåäåì ôóíêöèþ äîáàâëåíèÿ, êîòîðàÿ áóäåò ïîëó÷àòü íà âõîä óêàçàòåëü íà êîðåíü äåðåâà è êëþ÷
äîáàâëÿåìîãî ýëåìåíòà:

node* crnode(int val)
{

node* nnode = (node*) malloc(sizeof(node));
nnode->key = val;
nnode->left = NULL;
nnode->right = NULL;
return nnode;

}

node* add_tree(node *root, int val)
{

if (NULL == root) root = crnode(val);
if (val < root->key)
if (NULL == root->left)

root->left = crnode(val);
else

add_tree(root->left, val);
if (val > root->key)
if (NULL == root->right)

root->right = crnode(val);
else

add_tree(root->right, val);
return root;

}

Çäåñü crnode � âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñîçäàþùàÿ íîâûé óçåë äåðåâà áåç ïîòîìêîâ ñ çàäàííûì êëþ÷îì.
Îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ ïîäáèðàåò ïîçèöèþ äëÿ âñòàâêè íîâîãî ýëåìåíòà è ïðèäåëûâàåò åãî â êà÷åñòâå ëèñòà. Åñëè
òàêîé ýëåìåíò óæå áûë â äåðåâå, òî ôóíêöèÿ äîáàâëåíèÿ îñòàâèò äåðåâî áåç èçìåíåíèÿ. Êàê âèäíî, ñëîæíîñòü
ýòîé ôóíêöèè O(H), ãäå H � âûñîòà äåðåâà.

Ôóíêöèÿ ïîèñêà ýëåìåíòà áóäåò åùå ïðîùå. Îíà áóäåò âîçâðàùàòü óêàçàòåëü íà ýëåìåíò, ñîäåðæàùèé
èñêîìûé êëþ÷ èëè NULL, åñëè ýëåìåíòà ñ òàêèì êëþ÷îì â äåðåâå íåò:

node* find_tree(node *root, int val)
{

if (NULL == root)
return NULL;

if (val == root->key)
return root;

if (val < root->key)
return find_tree(root->left, val);

if (val > root->key)
return find_tree(root->right, val);

}

Íåñêîëüêî áîëåå èíòåðåñíà ôóíêöèÿ óäàëåíèÿ ýëåìåíòà èç äåðåâà. Ëèñòüÿ óäàëÿþòñÿ î÷åíü ïðîñòî, ïóòåì
î÷èñòêè óêàçàòåëÿ èç ïðåäêà. Óçëû ñ îäíèì ïîòîìêîì òàêæå óäàëÿþòñÿ íåñëîæíî � â ïðåäêå ññûëêà ïåðåêèäûâàåòñÿ
íà ýòîãî ïîòîìêà. Íåñêîëüêî ñëîæíåå äåëî îáñòîèò ñ óäàëåíèåì óçëà, ó êîòîðîãî äâà ïîòîìêà. Äëÿ ýòîãî íóæíî
îáìåíÿòü åãî êëþ÷ ñ ñàìûì ëåâîì ïîòîìêîì èç ïðàâîãî ïîääåðåâà (èëè ñ ñàìûì ïðàâûì ïîòîìêîì ëåâîãî
ïîääåðåâà), à çàòåì óæå óäàëÿòü ýòîãî ïîòîìêà (îí ëèáî íå áóäåò èìåòü ïîòîìêîâ, ëèáî áóäåò èìåòü âñåãî
îäíîãî ïîòîìêà, èíà÷å îí íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ñàìûì ëåâûì èëè ïðàâûì). Äëÿ íà÷àëà ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà
ðèñóíêå. Ïóñòü ìû õîòèì óäàëèòü ýëåìåíò ñ êëþ÷îì 7 è âûáèðàåì ñàìîãî ïðàâîãî ïîòîìêà èç ëåâîãî ïîääåðåâà:

Â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà ìû íàõîäèì ñàìûé ïðàâûé ýëåìåíò èç ëåâîãî ïîääåðåâà è çàïèñûâàåì åãî çíà÷åíèå â
¾óäàëÿåìûé¿ óçåë. Íà ñðåäíåé ÷àñòè ðèñóíêà ìû îñóùåñòâëÿåì ïîèñê óçëà ñ êëþ÷îì, ñîâïàäàþùåãî ñ êîðíåâûì
êëþ÷îì, â ëåâîì ïîääåðåâå. Â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà ïîêàçàíî óäàëåíèå ýòîãî ýëåìåíòà (ó íåãî îáÿçàòåëüíî
òîëüêî îäíî ïîääåðåâî). Îïèøåì óäàëåíèå ýëåìåíòà â âèäå ôóíêöèè:

int rightmost(node *root)
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Ðèñ. 2: Óäàëåíèå ýëåìåíòà èç áèíàðíîãî äåðåâà ïîèñêà

{
while (root->right != NULL)
root = root->right;
return root->key;

}

node* del_tree(node *root, int val)
{

if (NULL == root) return NULL;
if (root->key == val) {
if (NULL == root->left && NULL == root->right) {

free(root);
return NULL;

}
if (NULL == root->right && root->left != NULL) {

node *temp = root->left;
free(root);
return temp;

}
if (NULL == root->left && root->right != NULL) {

node *temp = root->right;
free(root);
return temp;

}
root->key = rightmost(root->left);
root->left = del_tree(root->left, root->key);
return root;

}
if (val < root->key) {
root->left = del_tree(root->left, val);
return root;

}
if (val > root->key) {
root->right = del_tree(root->right, val);
return root;

}
return root;

}

Âñå ýòè ôóíêöèè èìåþò ñëîæíîñòü O(H) è èñïîëüçóþò O(H) âñïîìîãàòåëüíîé ïàìÿòè.
Ñíà÷àëà äåðåâî äîëæíî èíèöèàëèçèðîâàòüñÿ NULL, íàïðèìåð, òàê: node *tree = NULL;
Êàæäûé âûçîâ ôóíêöèè äîáàâëåíèÿ èëè óäàëåíèÿ äîëæåí âûãëÿäåòü òàê:
tree = add_tree(tree, x);
tree = del_tree(tree, x);
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âûâîäà óïîðÿäî÷åííîãî ìàññèâà ïî äåðåâó. Òàêîé ñïîñîá íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì îáõîäîì

äåðåâà: ñíà÷àëà ìû âûçûâàåì ðåêóðñèâûíé îáõîä äëÿ ëåâîãî ïîääåðåâà (ìåíüøèå ÷èñëà), çàòåì âûâîäèì òåêóùåå
çíà÷åíèå, à çàòåì âûçûâàåì ðåêóðñèþ äëÿ ïðàâîãî ïîääåðåâà (áîëüøèå ÷èñëà).

Ôóíêöèÿ âûâîäà ìàññèâà ïî äåðåâó âûãëÿäèò òàê:

void print_tree(node *root)
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{
if (root != NULL) {
print_tree(root->left);
printf("%d ", root->key);
print_tree(root->right);

}
}

Ñëîæíîñòü ýòîé ôóíêöèè ñîñòàâëÿåò O(N).
Íåñëîæíî ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ âûâîäà, íàïðèìåð, âûâåñòè âñå ÷èñëà èç äèàïàçîíà îò x äî y â âîçðàñòàþùåì

ïîðÿäêå, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîáàâòü â ôóíêöèþ âûâîäà äåðåâà íåñêîëüêî ïðîâåðîê.
Áîëüøèíñòâî ôóíêöèé èìååò ñëîæíîñòü O(H), ò.å. ëèíåéíî çàâèñÿò îò âûñîòû äåðåâà. Ñàìà âûñîòà äåðåâà

ìîæåò ìåíÿòüñÿ, íàïðèìåð, åñëè äîáàâëÿòü â äåðåâî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî äåðåâî âûðîäèòñÿ â
ñïèñîê è N áóäåò ðàâíî H.

Â ñëó÷àå, åñëè äåðåâî ñîñòàâëÿåòñÿ èç ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ (÷òî â ñðåäíåì è áûâàåò), H áóäåò ðàâíî
O(log N) è ôóíêöèè áóäóò ðàáîòàòü äîñòàòî÷íî áûñòðî. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, åñëè íàì ñðàçó äàåòñÿ ñïèñîê
âñåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå áóäóò äîáàâëåíû â äåðåâî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ random_shuffle èç STL,
êîòîðàÿ çà äîñòàòî÷íî áûñòðîå âðåìÿ îñóùåñòâèò ñëó÷àéíûå ïåðåñòàíîâêè â èñõîäíîì ìàññèâå è èçáàâèò íàñ îò
ïðîáëåì ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ ¾ïëîõèõ¿ äàííûõ.

Ê ñîæàëåíèþ, âîñïîëüçîâàòüñÿ òàêèì ñïîñîáîì ïîëó÷àåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà è íåîáõîäèìî èñêàòü äðóãîå
ðåøåíèå ïðîáëåìû.
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