
Ãëàâà 1

Áèíàðíûé (äâîè÷íûé) ïîèñê

Àëãîðèòì áèíàðíîãî ïîèñêà ïðåäíàçíà÷åí äëÿ áûñòðîãî ïîèñêà äàííûõ â
óïîðÿäî÷åííîì ìàññèâå. Â îòëè÷èå îò àëãîðèòìà ëèíåéíîãî ïîèñêà, êîòî-
ðûé â õóäøåì ñëó÷àå ñðàâíèâàåò èñêîìîå ÷èñëî ñ êàæäûì ýëåìåíòîì ìàññè-
âà, áèíàðíûé ïîèñê äàæå â î÷åíü áîëüøèõ ìàññèâàõ îáõîäèòñÿ íåñêîëüêèìè
äåñÿòêàìè ñðàâíåíèé.

Èäåÿ ýòîãî àëãîðèòìà âñåì õîðîøî çíàêîìà ïî äåòñêîé èãðå ¾Óãàäàé
÷èñëî¿: âåäóùèé çàãàäûâàåò ÷èñëî îò 1 äî 100, ó÷àñòíèêè íàçûâàþò ñâîè
ïðåäïîëîæåíèÿ è ïîëó÷àþò îòâåòû ¾áîëüøå¿ èëè ¾ìåíüøå¿. Åñëè ïåðâûì
õîäîì íàçâàòü ÷èñëî 50, òî ïîñëå ïåðâîãî æå îòâåòà âåäóùåãî äèàïàçîí
âîçìîæíûõ ÷èñåë óìåíüøèòüñÿ âäâîå. Åñëè âåäóùèé ñêàæåò, ÷òî èñêîìîå
÷èñëî ìåíüøå 50, òî íà ñëåäóþùåì øàãå ìîæíî ðàçäåëèòü ïîïîëàì óæå
äèàïàçîí îò 1 äî 49, íàçâàâ ÷èñëî 25. Íà ýòîé èäåå è îñíîâàí ðàññìàòðèâà-
åìûé â ýòîé ãëàâå àëãîðèòì.

1.1 Îáñóæäåíèå àëãîðèòìà

Ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì è ïåðåõîäèòü ê åãî èññëåäîâàíèþ,
óòî÷íèì çàäà÷ó è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.

Äàí ìàññèâ array äëèíû n, óïîðÿäî÷åííûé ïî íåóáûâàíèþ1 (a0 ≤ a1 ≤
a2 ≤ . . . ≤ an−1), è ÷èñëî x. Òðåáóåòñÿ íàéòè èíäåêñ (íîìåð) ýëåìåíòà
ìàññèâà (íàçîâåì åãî index), ðàâíîãî x. Åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ íåñêîëüêî,

òðåáóåòñÿ íàéòè èíäåêñ ñàìîãî ïðàâîãî èç íèõ (òàêîé áèíàðíûé ïîèñê ìû
áóäåì íàçûâàòü ïðàâûì). Åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ íåò, âûäàòü −1.

1Êîãäà ãîâîðÿò ¾óïîðÿäî÷åí ïî âîçðàñòàíèþ¿, ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî êàæäûé ñëåäó-
þùèé ýëåìåíò ñòðîãî áîëüøå ïðåäûäóùåãî (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàåò). Åñëè æå
õîòÿò äîïóñòèòü è ðàâíûå ýëåìåíòû, ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå óáûâàåò, èëè,
÷òî ìàññèâ îòñîðòèðîâàí ïî íåóáûâàíèþ.
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array 1 1 3 3 3 3 6 7 8 8
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Íàïðèìåð, äëÿ ìàññèâà íà ðèñóíêå è x = 3 àëãîðèòì äîëæåí âûäàòü â
êà÷åñòâå îòâåòà ÷èñëî 5 (ýëåìåíòû íóìåðóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ).

1.2 Ðåàëèçàöèÿ

Íåñìîòðÿ íà äîâîëüíî êîðîòêèé êîä, ðåàëèçàöèÿ áèíïîèñêà ñîäåðæèò ìíîãî
òîíêèõ ìîìåíòîâ è ïîíà÷àëó âûçûâàåò ìàññó òðóäíîñòåé.

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìû áóäåì õðàíèòü ãðàíèöû èíòåðâàëà, â
êîòîðîì ìîæåò íàõîäèòñÿ èñêîìûé ýëåìåíò, è ïîñòåïåííî áóäåì ñóæàòü
ýòîò èíòåðâàë. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:
lo ≤ index < hi, ãäå lo è hi � ãðàíèöû òåêóùåãî èíòåðâàëà2. Îáðàòèòå
âíèìàíèå, ÷òî ëåâàÿ ãðàíèöà ìîæåò ñîâïàäàòü ñ index, à ïðàâàÿ � íåò. Äëÿ
÷åãî ýòî ñäåëàíî. áóäåò ÿñíî ÷óòü ïîçæå. Äðóãèìè ñëîâàìè, index ∈ [lo, hi).
Ýòî óñëîâèå ìû áóäåì íàçûâàòü èíâàðèàíòîì öèêëà: îíî äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ èçíà÷àëüíî è ïîñëå êàæäîãî øàãà öèêëà.

Îáùàÿ ñõåìà ïðîãðàììû òàêîâà:

l o = . . .
h i = . . .
while (èíòåðâàë åùå ìîæíî óìåíüøèòü ) :

mid = ñåðåäèíà òåêóùåãî èíòåðâàëà
i f x < a [ mid ] :

h i = mid
else :

l o = mid

Òåïåðü íà÷íåì åå óòî÷íÿòü. Íà÷àëüíûå ãðàíèöû äîëæíû áûòü òàêîâû,
÷òîáû èçíà÷àëüíî âûïîëíÿëñÿ èíâàðèàíò öèêëà. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîëî-
æèòü lo = 0, hi = n. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïîñëåäíèé ýëåìåíò ìàññèâà
èìååò íîìåð n − 1, íî íàì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû hi áûë èçíà÷àëüíî áîëüøå
íîìåðà ëþáîãî ýëåìåíòà ìàññèâà, êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàâåí x. Ïîÿñíèì
îãðàíè÷åíèÿ ðèñóíêîì:

lo hi

array * * * * * * * * *

0 1 2 . . . . . . n−1

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî èçíà÷àëüíî hi óêàçûâàåò ¾çà ïðåäåëû ìàññè-
âà¿, íî ýòî íå ñòðàøíî, òàê êàê îáðàùàòüñÿ ê ýëåìåíòó ñ èíäåêñîì hi â ïðî-
ãðàììå ìû íå ïëàíèðóåì. Ïî-äðóãîìó ýòî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå òàê: ìû

2Ìû íå èñïîëüçóåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãðàíèö èíòåðâàëà èìåíà left è right, ÷òîáû íå
âîçíèêàëî ïóòàíèöû ñ ëåâûì è ïðàâûì áèíàðíûì ïîèñêîì.
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äîïîëíèëè ìàññèâ åùå îäíèì ýëåìåíòîì, ðàâíûì áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. ÷èñëó,
áîëüøåìó ëþáîãî ýëåìåíòà ìàññèâà.

Ìû õîòèì óìåíüøàòü ïîëóèíòåðâàë [lo, hi) äî òåõ ïîð, ïîêà â íåì íå
îñòàíåòñÿ ðîâíî îäèí ýëåìåíò. Äëÿ ýòîãî hi äîëæíî áûòü íà 1 áîëüøå lo (â
ýòîì ñëó÷àå â ïîëóèíòåðâàë âõîäèò òîëüêî ýëåìåíò ñ èíäåêñîì lo). Öèêë
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, ïîêà lo != hi− 1.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ñåðåäèíû îòðåçêà. Èçâåñòíàÿ èç ìàòåìàòèêè
ôîðìóëà (lo+ hi)/2 íå âñåãäà äàñò íàì öåëûé ðåçóëüòàò: â ñëó÷àå, åñëè lo

è hi ðàçíîé ÷åòíîñòè, åãî ïðèäåòñÿ îêðóãëèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü öåëî÷èñ-
ëåííûì äåëåíèåì. Îáùàÿ ôîðìóëà ïðèìåò âèä: (lo+ hi)//2.

Òàêèì îáðàçîì, êîä áèíàðíîãî ïîèñêà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

l o = 0
hi = n
while l o != hi − 1 :

mid = ( l o + hi ) // 2
i f x < a [ mid ] :

h i = mid
else :

l o = mid

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà îïåðàòîðå if. Åñëè èñêîìûé ýëåìåíò ìåíü-
øå ¾ñðåäíåãî¿, òî îí ëåæèò ñòðîãî ëåâåå mid. Òàêèì îáðàçîì, ïðèñâàèâàÿ
hi = mid ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â íàøåì èíâàðèàíòå x ñòðîãî ìåíüøå hi.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x ≥ a[mid], è ïðèñâàèâàÿ lo = mid ìû îñòàâëÿåì x

âîçìîæíîñòü íàõîäèòüñÿ íà ìåñòå ñ íîìåðîì mid.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ìû íå ïðîâåðÿåì, ðàâåí ëè x ñðåäíåìó ýëåìåí-
òó (ýòî áûëî áû ïóñòîé òðàòîé âðåìåíè, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â
áîëüøîì ìàññèâå íà äàííûé ýëåìåíò î÷åíü ìàëà), à ëèøü óìåíüøàåì ïðî-
ìåæóòîê, íà êîòîðîì ñòîèò èñêàòü x.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ öèêëà ìû ïîëó÷èì òàêóþ êàðòèíêó:

lo hi

array * * * * * * * * *

0 1 2 . . . . . . n−1

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü, åñòü ëè â ìàññèâå ýëåìåíò, ðàâíûé x. Ïîñêîëüêó
index ∈ [lo, hi) = [lo, lo+1), åñëè x ïðèñóòñòâóåò â ìàññèâå, îí ðàâåí a[lo].
Äîïèøåì ïðîãðàììó:

i f a [ l o ] == x :
return l o

else :
return −1
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1.3 Àíàëèç êîäà

Ïðîãðàììà íàïèñàíà, íî îñòàëàñü åùå ìàññà âîïðîñîâ, êîòîðûå âíèìàòåëü-
íûé ÷èòàòåëü óæå äîëæåí áûë ñåáå çàäàòü.

Ïî÷åìó ïðîãðàììà íå çàöèêëèòñÿ? Èíûìè ñëîâàìè, ïî÷åìó öèêë while

ðàíî èëè ïîçäíî çàêîí÷èò ñâîþ ðàáîòó. Ðàçäåëèì ýòîò âîïðîñ íà äâå ÷àñòè.
Âî-ïåðâûõ, äàâàéòå ïîéìåì, ïî÷åìó ìû íå ïðîñêî÷èì íóæíûé ìîìåíò, òî
åñòü ïî÷åìó hi íå ñòàíåò ìåíüøå ëèáî ðàâíûì lo. Ïóñòü íà íåêîòîðîì øàãå
hi åùå áîëüøå, ÷åì lo + 1. Äîêàæåì, ÷òî íà ñëåäóþùåì øàãå hi íå ìîæåò
ñòàòü ìåíüøå lo + 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

1) mid ëåæèò ëåâåå hi (âåäü îíî íå áîëüøå ÷åì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå
hi è lo);

2) mid ëåæèò ïðàâåå lo (åñëè lo è hi îäíîé ÷åòíîñòè, òî mid =
(lo+ hi)/2 >(lo+ lo)/2 = lo; åñëè æå îíè èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü, òî
mid = (lo+ hi− 1)/2 >lo+ (lo+ 1)− 1/2 = lo, ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå
hi áîëüøå, ÷åì lo + 1.

Òàêèì îáðàçîì, è ïîñëå ïðèñâàèâàíèÿ lo = mid, è ïîñëå ïðèñâàèâàíèÿ
hi = mid çíà÷åíèå lo áóäåò ìåíüøå çíà÷åíèÿ hi.

Âî-âòîðûõ, íóæíî ïîíÿòü, ïî÷åìó ïðîìåæóòîê ðàíî èëè ïîçäíî óìåíü-
øèòñÿ äî äëèíû 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó mid ëåæèò
ñòðîãî ìåæäó lo è hi, òî íà êàæäîì øàãå ïðîìåæóòîê óìåíüøàåòñÿ õîòÿ
áû íà åäèíèöó.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðîìåæóòîê ðàíî èëè ïîçäíî ñòàíåò ñêîëüêî
óãîäíî ìàëûì, è ïðè ýòîì ¾íå ïðîñêî÷èò¿ äëèíó 1. Â ýòîò ìîìåíò öèêë è
çàêîí÷èò ñâîþ ðàáîòó.

Åñëè ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ x, íåñêîëüêî, òî ïî÷åìó íàø êîä íàéäåò èìåí-

íî ñàìûé ïðàâûé?Ìû óæå çíàåì, ÷òî åñëè â ìàññèâå åñòü ýëåìåíò, ðàâíûé x,
òî íàø àëãîðèòì óìåíüøèò ïðîìåæóòîê äî îäíîãî ýëåìåíòà, è ýòîò ýëåìåíò
áóäåò ðàâåí x. Ðàññìîòðèì ñàìûé ïðàâûé ýëåìåíò, ðàâíûé x. Äîêàæåì, ÷òî
îí âñåãäà áóäåò îñòàâàòüñÿ â íàøåì ïðîìåæóòêå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè mid
îêàæåòñÿ ïðàâåå íåãî, òî ìû ïåðåäâèíåì hi â mid, åñëè mid îêàæåòñÿ ëåâåå
íåãî, òî ìû ïåðåäâèíåì lo â mid, a åñëè mid óêàæåò íà íàø ýëåìåíò, òî
ìû ïåðåäâèíåì lo â mid, è òåì ñàìûì ýëåìåíò íå ïîêèíåò ïîëóèíòåðâàëà
[lo, hi).

Êàêîâà ñëîæíîñòü ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà? Ïîñêîëüêó íà êàæäîì øà-
ãå öèêëà ìû óìåíüøàåì ðàññìàòðèâàåìûé èíòåðâàë ïðèìåðíî âäâîå, à åãî
èñõîäíàÿ äëèíà ðàâíà n, ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà ðàâíà log2 n.
×òîáû ïîíÿòü, ìíîãî ýòî èëè ìàëî, ñðàâíèì åãî ñëîæíîñòü ñî ñëîæíîñòüþ
ëèíåéíîãî ïîèñêà:

n 1 000 1 000 000 1 000 000 000

ëèíåéíûé ïîèñê 1 000 îïåðàöèé 1 000 000 îïåðàöèé 1 000 000 000 îïåðàöèé

áèíàðíûé ïîèñê 10 îïåðàöèé 20 îïåðàöèé 30 îïåðàöèé
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1.4 FAQ

1. Ìîæíî ëè ïîñëå öèêëà èñïîëüçîâàòü mid âìåñòî lo?

Íåò, íåëüçÿ. Ýòó îøèáêó äîïóñêàþò î÷åíü ÷àñòî, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ
íà íåé ïîäðîáíåé. Âî-ïåðâûõ, åñëè â ïîñëåäíåé èòåðàöèè öèêëà óñëîâèå â
îïåðàòîðå if îêàçàëîñü èñòèííûì, òî mid îêàæåòñÿ ðàâíûì hi, à íå lo.
Âî-âòîðûõ, åñëè ìàññèâ ñîñòîèò èç îäíîãî ÷èñëà, òî öèêë íå âûïîëíèòñÿ íè
ðàçó, è çíà÷åíèå mid áóäåò íåîïðåäåëåíî.

2. Åñëè ÷èñëà x íåò â ìàññèâå, òî ÷òî îçíà÷àåò óñëîâèå index ∈
[lo, hi)?

Ìîæíî áûëî áû îòâåòèòü ôîðìàëüíî: ýòîò èíâàðèàíò öèêëà îáîçíà÷àåò,
÷òî åñëè ÷èñëî x åñòü â ìàññèâå, òî îíî îáÿçàòåëüíî íàõîäèòñÿ ìåæäó a[lo] è
a[hi] (âîçìîæíî, ñîâïàäàÿ ñ a[lo]). Íî äàâàéòå çàäóìàåìñÿ: à êàêîé ñìûñë
â äåéñòâèòåëüíîñòè èìåþò lo è hi, åñëè èñêîìîãî ÷èñëà íåò â ìàññèâå.
Çàìåòèì, ÷òî íåçàâèñèìî îò ïðèñóòñòâèÿ x ìû ïðèñâàèâàåì â öèêëå lo òàêîå
çíà÷åíèå, ÷òî a[lo] ≤ x, àíàëîãè÷íî a[hi] âñåãäà áîëüøå x (åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî
â a[n] çàïèñàíà ¾áåñêîíå÷íîñòü¿). Òàêèì îáðàçîì, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ. ÷òî
ïîñëå âûïîëíåíèÿ öèêëà â ñëó÷àå, åñëè x íå íàéäåí, ýòî çíà÷åíèå çàêëþ÷åíî
ìåæäó a[lo] è a[hi] = a[lo + 1]. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî íå âñåãäà òàê: â òîëüêî
÷òî ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå ïî èíäóêöèè ìû ïðîïóñòèëè áàçó, êîòîðàÿ
â äàííîì ñëó÷àå êàê ðàç è íå âûïîëíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x < a[0],
òî x âñåãäà áóäåò ìåíüøå a[lo]. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîäïðàâèì íàø
àëãîðèòì òàê, ÷òîáû îí â ýòîé ñèòóàöèè ðàáîòàë êàê îæèäàåòñÿ.

3. Òàê ïî÷åìó æå âñå-òàêè ïîëóèíòåðâàë?

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû çàìåíèì ïîëóèíòåðâàë íà
îòðåçîê. Ïóñòü high = hi−1. Òîãäà index ∈ [lo, high], è ïðîãðàììà ïðèìåò
ñëåäóþùèé âèä:

l o = 0
high = n − 1
while l o != high :

mid = ( l o + high − 1) // 2
i f x < a [ mid ] :

high = mid + 1
else :

l o = mid

Êàê âèäèì, êîä ïîëó÷èëñÿ ìåíåå ñèììåòðè÷íûì è èçÿùíûì, â íåì ñòà-
ëî ëåã÷å äîïóñòèòü îøèáêó, õîòÿ ïî ñìûñëó îí ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòåí
èñõîäíîé âåðñèè.

1.5 Ëåâûé áèíïîèñê

Äàâàéòå âñïîìíèì, ïî÷åìó íàïèñàííûé íàìè áèíïîèñê èùåò ñàìûé ïðà-
âûé x. Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå àëãîðèòìà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî a[mid] = x, âñå
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ýëåìåíòû ëåâåå x îòáðàñûâàþòñÿ. Ïîýòîìó ãàðàíòèðîâàííî â íàøåì ïðîìå-
æóòêå îñòàåòñÿ òîëüêî ñàìûé ïðàâûé x.

Äàâàéòå ïîïðîáóåì ïî àíàëîãèè íàïèñàòü ¾ëåâûé¿ áèíïîèñê. Íà÷íåì
ñ êëþ÷åâîãî ìåñòà � ñ óñëîâíîãî îïåðàòîðà. Òåïåðü íàì íóæíî â ñëó÷àå
ðàâåíñòâà îòáðàñûâàòü âñ¼, ÷òî ïðàâåå:

i f x <= a [ mid ] :
h i = mid

else :
l o = mid

Ñîîòâåòñòâåííî èçìåíèòñÿ è èíâàðèàíò öèêëà: òåïåðü index ∈ (lo, hi],
à çíà÷èò, íóæíî èçìåíèòü è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ: lo = −1, hi = n− 1.

1.6 Âñòàâêà â óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ

Èçìåíèì èñõîäíóþ çàäà÷ó: òåïåðü íàì òðåáóåòñÿ íàéòè ìåñòî â ìàññèâå a, íà
êîòîðîå ìîæíî âñòàâèòü ÷èñëî x òàê, ÷òîáû ìàññèâ îñòàëñÿ óïîðÿäî÷åííûì.
Ïðè ýòîì ýëåìåíò, íà ìåñòî êîòîðîãî âñòàâëÿåòñÿ x, è âñå ýëåìåíòû ñëåäîì
çà íèì ñäâèãàþòñÿ íà îäèí âïðàâî.

Íàïðèìåð, åñëè òðåáóåòñÿ âñòàâèòü ÷èñëî 5 â ìàññèâ [1, 2, 2, 4, 7, 9], òî
ðåçóëüòàòîì áóäåò ìàññèâ [1, 2, 2, 4,5, 7, 9]. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êóäà âñòàâëÿòü
x, åñëè ðàâíûé åìó ýëåìåíò óæå åñòü â ìàññèâå (è, âîçìîæíî, íå îäèí).
Äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ñàìîå ïðàâîå ìåñòî, êóäà ìû ìîæåì
ïîñòàâèòü x, òî åñòü ïîçèöèÿ, ñëåäóþùàÿ çà ñàìûì ïðàâûì èç ýëåìåíòîâ,
ðàâíûõ x. Íàïðèìåð â ìàññèâ [1, 2, 5, 5, 5, 7, 9] ÷èñëî 5 íóæíî âñòàâèòü
çàìåñòî ÷èñëà 7 (ïîäâèíóâ 7 è 9 íà 1 âïðàâî).

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé íàìè èçíà÷àëüíî ïðàâûé áèíïîèñê ïî÷òè
óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì. Åñëè x ïðèñóòñòâóåò â ìàññèâå, òî îòâåòîì áó-
äåò lo + 1 = hi. Åñëè æå x â ìàññèâå íåò, òî a[lo] < x < a[hi], òî åñòü
hi òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì. Íî ìû ïîìíèì, ÷òî ïîñëåäíåå íåâåðíî, åñëè
x < a[0]: â ýòîì ñëó÷àå èíâàðèàíò öèêëà íå âûïîëíÿåòñÿ èçíà÷àëüíî. Íî
ýòî ëåãêî èñïðàâèòü, ïîëîæèâ èçíà÷àëüíî lo = −1 (è îñòàâèâ hi = n).
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå îñòàëüíûå íàøè ðàññóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî àë-
ãîðèòìà îñòàþòñÿ âåðíûìè. Òåïåðü åñëè x îêàæåòñÿ ìåíüøå âñåõ ýëåìåíòîâ
ìàññèâà, òî ïîñëå öèêëà lo áóäåò ðàâíî −1, à hi � íóëþ, è îòâåò çàäà÷è
áóäåò ñíîâà ëåæàòü â hi.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: åñëè x áîëüøå, ÷åì êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, òî
îòâåòîì áóäåò hi = n, òî åñòü íîìåð ïîêà íå ñóùåñòâóþùåãî ýëåìåíòà ìàñ-
ñèâà.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: íåëüçÿ ëè â èñõîäíîì àëãîðèòìå áèíïîèñêà ïîëîæèòü
lo = −1 è ïîëó÷èòü óíèâåðñàëüíûé êîä äëÿ ðåøåíèÿ îáåèõ çàäà÷? Ê ñî-
æàëåíèþ, íåò. Äåëî â òîì, ÷òî ïîñëå îêîí÷àíèÿ öèêëà ìû ñðàâíèâàåì a[lo]
ñ x, ÷òîáû îïðåäåëèòü, åñòü ëè x â ìàññèâå. Íî ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè
lo = −1 ñðàâíåíèå c a[−1] âûçîâåò îøèáêó.

Ïðèâåäåì öåëèêîì ïîëó÷èâøèéñÿ êîä:



1.7. ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÎ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÌÀÑÑÈÂÀ, ÐÀÂÍÛÕÄÀÍÍÎÌÓ×ÈÑËÓ7

l o = −1
h i = n
while l o != hi − 1 :

mid = ( l o + hi ) // 2
i f x < a [ mid ] :

h i = mid
else :

l o = mid

return hi

1.7 Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìàññèâà, ðàâíûõ

äàííîìó ÷èñëó

Íàó÷èìñÿ òåïåðü íàõîäèòü íå ïîçèöèþ îäíîãî ýëåìåíòà, ðàâíîãî x, à êîëè-
÷åñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ â ìàññèâå. Êàçàëîñü áû, åñëè ìû óìååì íàõîäèòü
ñàìûé ïðàâûé òàêîé ýëåìåíò, ìîæíî èäòè îò íåãî âëåâî è ñ÷èòàòü, ñêîëüêî
ýëåìåíòîâ ðàâíû åìó. Íî ýòî ðåøåíèå â õóäøåì ñëó÷àå èìååò ñëîæíîñòü
ïîðÿäêà n (åñëè âñå èëè ïî÷òè âñå ýëåìåíòû ìàññèâà ðàâíû x).

Íàó÷èìñÿ ðåøàòü ýòó çàäà÷ó àëãîðèòìîì ñëîæíîñòè ïîðÿäêà log n.

Ïåðâûé ñïîñîá. Íàéäåì ñ ïîìîùüþ ëåâîãî è ïðàâîãî áèíïîèñêîâ ïî-
çèöèþ ñàìîãî ëåâîãî è ñàìîãî ïðàâîãî x â ìàññèâå (íàçîâåì èõ left_index

è right_index). Òîãäà îòâåò â çàäà÷å ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå
right_index − left_index + 1 (îòäåëüíî íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî x åñòü â
ìàññèâå). Íî ýòîò ñïîñîá ïîòðåáóåò íàïèñàòü äâà ðàçíûõ êîäà äëÿ ëåâîãî è
ïðàâîãî áèíïîèñê.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû ìàññèâà � öåëûå ÷èñëà.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïðàâûé áèíïîèñê. Íàéäåì ñ åãî ïîìîùüþ ñíà-
÷àëà ÷èñëî x (îáîçí÷èì åãî ïîçèöèþ çà index), à çàòåì ÷èñëî x − 1 (åãî
ïîçèöèþ ñîõðàíèì â ïåðåìåííîé index_1. Çàìåòèì, ÷òî index_1 � ñàìîå
ïðàâîå ÷èñëî, ìåíüøåå x, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýëåìåíòû, ðàâíûå x çàíèìà-
þò ìåñòà ìåæäó index_1 (íå âêëþ÷èòåëüíî) è index (âêëþ÷èòåëüíî). Èõ
êîëè÷åñòâî ðàâíî index − index_1 (åñëè â ìàññèâå âîîáùå åñòü ýëåìåíòû,
ðàâíûå x).

1.8 Ïðèìåíåíèå

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: îòêóäà íà ïðàêòèêå âîçüìåòñÿ îòñîðòèðî-
âàííûé ìàññèâ? Ðåàëüíûå äàííûå êðàéíå ðåäêî áûâàþò çàðàíåå óïîðÿäî-
÷åííûìè. À åñëè ïðåäâàðèòåëüíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîðòèðîâêîé, òî â îáùåì
ñëó÷àå ñëîæíîñòü àëãîðèòìà âîçðàñòåò äî n log n (ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ
ñëîæíîñòü ñîðòèðîâêè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äàííûõ), ÷òî óæå áîëüøå, ÷åì
ñëîæíîñòü ëèíåéíîãî ïîèñêà.
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Âñ¼ äåëî â òîì, ÷òî îáû÷íî çàïðîñ íà ïîèñê â ìàññèâå äàííûõ òðåáóåòñÿ
âûïîëíÿòü ìíîãîêðàòíî. Íàïðèìåð, åñëè íàì íóæíî âûïîëíèòü k çàïðîñîâ,
òî ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîãî ïîèñêà áóäåò ðàâíà
nk, à ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîðòèðîâêè+ áèíàðíîãî ïîèñêà � n log n+ k log n,
òàê ÷òî ïðè äàæå íå î÷åíü áîëüøèõ k óæå âûãîäíåå èñïîëüçîâàòü áèíàðíûé
ïîèñê.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî åñòü è áîëåå ýôôåêòèâíûå ñòðóêòóðû äëÿ õðàíåíèÿ
äàííûõ ñ öåëüþ ïîèñêà, ÷åì óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ. Íàïðèìåð, èñïîëüçîâà-
íèå õåø-òàáëèö ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü çàïðîñû íà ïîèñê ýëåìåíòà â ñðåäíåì
çà êîíñòàíòó îïåðàöèé. íî áèíàðíûé ïîèñê ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî
äëÿ ïîèñêà â ìàññèâå, íî è, íàïðèìåð, äëÿ ¾áûñòðîãî ïîäáîðà¿ îòâåòà â
çàäà÷å. Îá ýòîì áóäåò ðàñêàçàíî íèæå.


