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Версия P от 16.11.2009

1 Организация ввода-вывода из файла

Â áîëüøèíñòâå îëèìïèàä ïî èíôîðìàòèêå âõîäíûå äàííûå ââîäÿòñÿ èç òåêñòîâîãî
ôàéëà è âûâîäèòüñÿ äîëæíû òàê æå â ôàéë. Î÷åíü ðåäêî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
ñ÷èòûâàòü äàííûå èç ôàéëà äâàæäû; îðãàíèçàòîðû ñòàðàþòñÿ èçáåãàòü òàêèõ çàäà÷.
Ìû ðàññìîòðèì ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëèò ÷èòàòü è ïèñàòü äàííûå èç ôàéëîâ òàê æå,
êàê ñ êîíñîëè �� ýòî ïîçâîëèò èçáåæàòü ïóòàíèöû è îáëåã÷èòü ïðîöåññ îòëàäêè.

Â ëåêöèÿõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîãðàììû íà ÿçûêå Pascal (ëó÷øå èñïîëüçî-
âàòü êîìïèëÿòîð Delphi èëè Pascal, à åùå ëó÷øå âûó÷èòü ÿçûê C).

Èòàê, ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îðãàíèçàöèè ââîäà-âûâîäà. Äîïóñòèì, ïåðåä íàìè
ñòîèò çàäà÷à ñëîæèòü äâà öåëûõ ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî ìîäóëþ 10000. Âõîäíûå
äàííûå íàõîäÿòñÿ â ôàéëå input.txt, âûâîä äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ â ôàéë output.txt.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è:

var

i, j : longint;

begin

assign(input, ’input.txt’);

reset(input);

assign(output, ’output.txt’);

rewrite(output);

read(i, j);

write(i, j);

end.

Ïðîöåäóðà assign ïåðåíàïðàâëÿåò ñòàíäàðòíûé ïîòîê ââîäà (input) íà ôàéë (input.txt),
à äëÿ îòêðûòèÿ ôàéëà íà ÷òåíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà reset ñ óêàçàíèåì ïîòîêà.
Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî â ñëåäóþùåé ñòðîêå ïåðåíàïðàâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûé ïîòîê âû-
âîäà (äëÿ îòêðûòèÿ ïîòîêà íà çàïèñü èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà rewrite).

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ìåòîäà íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçî-
âàòü close äëÿ çàêðûòèÿ ôàéëîâ, ò.ê. ñòàíäàðòíûå ïîòîêè çàêðûâàþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè
â êîíöå ðàáîòû ïðîãðàììû.
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Äëÿ îòëàäêè äîñòàòî÷íî çàêîììåíòèðîâàòü ñòðîêè, ïåðåíàïðàâëÿþùèå ââîä-âûâîä
â ôàéë, è òîãäà ïðîãðàììà áóäåò ñ÷èòûâàòü è âûâîäèòü äàííûå íà êîíñîëü. Îáðàòèòå
âíèìàíèå, ÷òî ñëåäóåò íå çàáûâàòü óáðàòü êîììåíòàðèé ïåðåä îòïðàâêîé ðåøåíèÿ íà
ïðîâåðêó.

2 Интуитивное понятие сложности алгоритма

Îöåíêîé ýôôåêòèâíîñòè ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ ïðèíÿòî ñ÷èòàòü âðåìÿ ðàáîòû ïðî-
ãðàììû è êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè. Ñòàíäàðòíûå ñîîáùåíèÿ òåñòèðóþùåé ñè-
ñòåìû î ïðåâûøåíèè ìàêñèìàëüíûõ ëèìèòîâ îáû÷íî íîñÿò âèä TL (Time Limit exceed,
ïðåâûøåí ëèìèò ïî âðåìåíè) èML (Memory Limit exceed, ïðåâûøåí ëèìèò ïî ïàìÿòè).

Ýôôåêòèâíîñòü ïðîãðàììû îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç ñî÷åòàíèÿ âðåìåíè ðà-
áîòû ïðîãðàììû è èñïîëüçóåìîãî îáúåìà ïàìÿòè, ïðè÷åì âàæíîñòü êàæäîãî èç êîìïî-
íåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è. Â ñëó÷àå æå îëèìïèàäíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü åùå îäèí ðåøàþùèé êîìïîíåíò îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè �
âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà íàïèñàíèå ïðîãðàììû. Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì
ðåøåíèåì îëèìïèàäíîé çàäà÷è ïî èíôîðìàòèêå ìîæíî ñ÷èòàòü ðåøåíèå, óêëàäûâàþ-
ùååñÿ â TL è ML, è íàïèñàííîå çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèÿ êîëè÷åñòâà
èòåðàöèé öèêëà (ò.å. ñêîëüêî ðàç áûëè âûïîëíåíû äåéñòâèÿ) íà âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êî-
ìàíä â öèêëå. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâíî áóäåì íàçûâàòü ¾êîíñòàíòîé¿ (íå çàâèñÿùåé
îò âõîäíûõ äàííûõ), à êîëè÷åñòâî èòåðàöèé � ¾ñëîæíîñòüþ¿ àëãîðèòìà. Äîïóñòèì,
àëãîðèòì ëèíåéíûé, ò.å., íàïðèìåð, íà âõîä äàåòñÿ 𝑁 ÷èñåë, è ñëåäóåò ïîäñ÷èòàòü èõ
ñóììó. Òîãäà ñëîæíîñòü àëãîðèòìà áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê 𝑂(𝑁) (𝑂-áîëüøîå îò 𝑁).
Êîíñòàíòà æå äëÿ ýòîé çàäà÷è ìîæåò ðàçëè÷àòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ óñëî-
âèé. Íàïðèìåð, äëÿ öåëûõ ÷èñåë êîíñòàíòà áóäåò â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå, ÷åì äëÿ âå-
ùåñòâåííûõ (ò.ê. öåëî÷èñëåííûå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ â íåñêîëüêî ðàç áûñòðåå). Äëÿ
êâàäðàòè÷íîãî àëãîðèòìà (íàïðèìåð, äëÿ ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì) ñëîæíîñòü çàïèñû-
âàåòñÿ êàê 𝑂(𝑁2). Ñëîæíîñòü ìîæåò çàâèñåòü è îò íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ, åñëè îíè
îïðåäåëÿþò êîëè÷åñòâî öèêëîâ. Òîãäà ñëîæíîñòü ìîæåò çàïèñûâàòüñÿ êàê 𝑂(𝑁2+𝑀3).
Åñëè â àëãîðèòìå íåò öèêëîâ, çàâèñÿùèõ îò âõîäíûõ äàííûõ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îí ¾ðà-
áîòàåò çà êîíñòàíòó¿, ò.å. çà 𝑂(1).

Îáû÷íî çà 𝑂-áîëüøîå îáîçíà÷àþò ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå. Íåêîòîðûå àëãîðèò-
ìû ðàáîòàþò î÷åíü ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò âõîäíûõ äàííûõ, â ýòîì ñëó÷àå ìû
áóäåì îòäåëüíî óêàçûâàòü ¾ñëîæíîñòü â ñðåäíåì¿.

Î÷åíü ÷àñòî â ïðîöåññå ïîäñ÷åòà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ log𝑁
(¾ëîãàðèôì îò 𝑁¿). Â ïðîãðàììèðîâàíèè ìû îáû÷íî áóäåì èñïîëüçîâàòü äâîè÷íûé
ëîãàðèôì. Îí îïðåäåëÿåòñÿ òàê: 2log2 𝑁 = 𝑁 . Â äàëüíåéøåì ïîä çàïèñüþ log𝑁 ìû
áóäåì ïîíèìàòü log2𝑁 . Èíòåðåñíàÿ îñîáåííîñòü ëîãàðèôìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí
ðàñòåò î÷åíü ìåäëåííî ïðè ðîñòå 𝑁 . Òàê ïðè 𝑁 = 8 : log𝑁 = 3, 𝑁 = 65536 : log𝑁 = 16,
𝑁 = 4294967296 : log𝑁 = 32. Ñêîðîñòü ðîñòà ëîãàðèôìà íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì äàæå ó
êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ𝑁 àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ log𝑁 è
áîëüøîé êîíñòàíòîé áóäåò ýôôåêòèâíåå ëèíåéíîãî àëãîðèòìà ñ ìàëåíüêîé êîíñòàíòîé.

Íà ýòîì çàêîí÷èì ââåäåíèå â òåîðèþ ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ.
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3 Целочисленные типы данных и их использование

Íà äàííûé ìîìåíò íà îëèìïèàäàõ èñïîëüçóþòñÿ, â îñíîâíîì, 32-áèòíûå ñèñòåìû
è êîìïèëÿòîðû. Ïðèâåäåì òàáëèöó, â êîòîðîé óêàçàíû ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ äëÿ îñíîâíûõ òèïîâ ïåðåìåííûõ:

Название Байт Минимум Максимум

byte 1 0 255
shortint 1 −128 127
smallint 2 −32768 32767
word 2 0 65535

integer 4 −2147483648 2147483647
cardinal 4 0 4294967295
int64 8 −263 263 − 1

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îïåðàöèè ñ int64 âûïîëíÿþòñÿ íåñêîëüêî ìåäëåííåå, ÷åì ñ
äðóãèìè òèïàìè öåëî÷èñëåííûõ äàííûõ, à òàêæå ïåðåìåííûå òèïà int64 íå ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå èòåðàòîðà öèêëà for, à òàêæå äëÿ íèõ íå ðàáîòàþò îïåðàöèè
div è mod.

Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ñëåäóåò ñòàðàòüñÿ èñïîëüçîâàòü òèï int êðîìå ñèòóàöèé,
êîãäà èñïîëüçîâàíèå ìåíüøåãî òèïà ïîçâîëèò óëîæèòüñÿ âML èëè òðåáóåòñÿ çàâåäîìî
áîëüøèé òèï äàííûõ.

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ íå õâàòàåò äàæå òèïà int64. Èíîãäà, åñëè äàííûå íå íàìíîãî
ïðåâûøàþò ðàçìåð int64, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òèïàìè ïåðåìåííûõ ñ ïëàâàþùåé
òî÷êîé. Òàê extended ìîæåò õðàíèòü áåç îøèáîê öåëîå ÷èñëî äëèíîé äî 19 äåñÿòè÷íûõ
çíàêîâ. Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî âåùåñòâåííûå òèïû îáðàáàòûâàþòñÿ çíà÷èòåëüíî
ìåäëåííåå, äëÿ íèõ íå îïðåäåëåíû îïåðàöèè âçÿòèÿ îñòàòêà è äåëåíèÿ íàöåëî. Íåñìîòðÿ
íà ýòî, âñå æå ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà èõ èñïîëüçîâàíèå îïðàâäàíî.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð íà òåìó âûáîðà òèïà ïåðåìåííûõ âûãëÿäèò òàê: äàíû äâà
÷èñëà 𝑋 è 𝑌 ïî ìîäóëþ ìåíüøèå, ÷åì 231, ñëåäóåò âûâåñòè èõ ñóììó. Ó÷àñòíèê ñìîòðèò
íà äàííûå, âûáèðàåò òèï integer è ïîëó÷àåò îøèáêó, ò.ê. ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ ìîæåò
íå óìåñòèòüñÿ â ýòîò òèï äàííûõ.

Åñëè æå íå õâàòàåò è ýòèõ ïåðåìåííûõ, òî åäèíñòâåííûé âûõîä � èñïîëüçîâàíèå
äëèííîé àðèôìåòèêè, ò.å. àðèôìåòèêè íà ìàññèâàõ, ÷åìó è áóäåò ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ
÷àñòü ëåêöèè.

4 Длинные числа и операции над ними

Ïðè ðàññìîòðåíèè ýòîé òåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ çíàíèÿ, ïîëó÷åííûå â íà÷àëüíîé
øêîëå. Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ¾â ñòîëáèê¿.

Èäåÿ ðåàëèçàöèè äëèííûõ ÷èñåë çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ìàññèâîâ, ñîñòîÿùèõ
èç ÷èñåë ¾êîðîòêèõ¿ (îíè áóäóò èãðàòü ðîëü öèôð). Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñîãëàøåíèÿ,
÷òî ÷èñëà ïðèæàòû ê ¾ïðàâîìó êðàþ¿, ò.å. ìëàäøèå ðàçðÿäû ñòîÿò â ÿ÷åéêàõ ñ áîëüøèì
íîìåðîì.

Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíóþ äëèíó äëèííîãî ÷èñëà. Â îáùåì ñëó÷àå � ýòî
íåáàíàëüíàÿ çàäà÷à, è ýòîò ïàðàìåòð îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ôîð-
ìóë, íî ìîæíî ïîñòàðàòüñÿ ïîäîáðàòü çàâåäîìî óäîâëåòâîðÿþùåå íàøèì ïîòðåáíîñòÿì
çíà÷åíèå.
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Óäîáíåå âñåãî îïðåäåëèòü îäèí ðàç ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëèíû (êîëè÷åñòâà ýëå-
ìåíòîâ â ìàññèâå), ÷òîáû ìîæíî áûëî óìåíüøàòü åãî äëÿ áîëåå óäîáíîé îòëàäêè. Îíî
çàäàåòñÿ â âèäå êîíñòàíòû â ðàçäåëå const:

MAXLEN = 1000;

Ìû îïðåäåëèëè ìàêñèìàëüíóþ äëèíó ìàññèâà â 1000 ¾öèôð¿. Êðîìå òîãî, óäîáíî
îïðåäåëèòü çàïèñü äëÿ õðàíåíèÿ ÷èñëà:

type

vlong = record

val : array[0..MAXLEN] of integer;

st : integer;

end;

Ïîëå st áóäåò óêàçûâàòü íà òó ïîçèöèþ, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ îñìûñëåííàÿ ÷àñòü
÷èñëà (ò.å. íà÷èíàþòñÿ îòëè÷íûå îò íóëÿ öèôðû; â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî ðà-
çóìíîå èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ïîëÿ èçáàâëÿåò íàñ îò îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà áåñïîëåçíûõ
îïåðàöèé). Ìàêðîïîäñòàíîâêà typedef äåëàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïèñàòü êàæäûé ðàç
ñëîâî struct. Ïðîãðàììèðóþùèå íà C++ è Java ìîãóò ñîçäàòü êëàññ è äàëüíåéøèå
ôóíêöèè çàïèñûâàòü â âèäå ïåðåîïðåäåëåííûõ îïåðàòîðîâ ýòîãî êëàññà.

Âñïîìíèì, êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëîæåíèå â ñòîëáèê. Ìû íà÷èíàåì èäòè ñ ìëàäøèõ
ðàçðÿäîâ, ñêëàäûâàåì öèôðû, ñòîÿùèå íà äàííûõ ïîçèöèÿõ, ïðèáàâëÿåì òî, ÷òî áûëî
¾â óìå¿, íîâîå çíà÷åíèå ¾â óìå¿ ðàâíî öåëîé ÷àñòè îò äåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà
íà 10, â èòîãîâîå ÷èñëî íà ýòó ïîçèöèþ � îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðåçóëüòàòà íà 10. Òàê ìû
ïîâòîðÿåì äî òåõ ïîð, ïîêà îáà ÷èñëà íå êîí÷àòñÿ (ò.å. ìû íå äîéäåì äî íà÷àëà áîëüøåãî
÷èñëà), â ñëó÷àå æå, åñëè ¾â óìå¿ íå íîëü � ìû äîïèñûâàåì ýòó öèôðó â íà÷àëî. Â
ðåàëèçàöèè äëèííîãî ñëîæåíèÿ � âñå òî æå ñàìîå, òîëüêî äëÿ ýêîíîìèè âðåìåíè è ìåñòà
ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, íå ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 10, à ñèñòåìó
ñ îñíîâàíèåì â 10000 (äëÿ ñëîæåíèÿ ìû ìîæåì âûáðàòü è áîëüøåå çíà÷åíèå). Äëÿ
ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà è, îïÿòü æå, áîëåå óäîáíîé îòëàäêè óäîáíî çàäàòü êîíñòàíòó
ñ îñíîâàíèåì ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ:

SYS = 1000;

Ïåðåéäåì ñîáñòâåííî ê îïèñàíèþ ôóíêöèè ñëîæåíèÿ:

procedure add(var op1, op2, res : vlong);

var

mxop, mnop : vlong;

i, flag, st : integer;

begin

if op1.st > op2.st then begin

mxop := op1;

mnop := op2;

end else begin

mxop := op2;

mnop := op1;
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end;

flag := 0;

st := mnop.st;

for i := MAXLEN downto mxop.st do begin

res.val[i] := mxop.val[i] + mnop.val[i] + flag;

flag := res.val[i] div SYS;

res.val[i] := res.val[i] mod SYS;

end;

for i := mxop.st - 1 downto mnop.st do begin

res.val[i] := mnop.val[i] + flag;

flag := res.val[i] div SYS;

res.val[i] := res.val[i] mod SYS;

end;

if (flag <> 0) then begin

dec(st);

res.val[st] := flag;

end;

res.st := st;

end;

Ñäåëàåì íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ ê ïðîãðàììå. Ïåðâûì äåëîì îíà âûáèðàåò áîëüøåå
è ìåíüøåå ïî êîëè÷åñòâó çíàêîâ ÷èñëî. Çäåñü îïÿòü æå ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñî ñëîæåíè-
åì ÷èñåë â ñòîëáèê: ïîêà ó íàñ îáà ÷èñëà åùå íå êîí÷èëèñü, ìû ñêëàäûâàåì ïî âñåì
ïðàâèëàì, à çàòåì ïåðåïèñûâàåì íà÷àëî áîëüøåãî ÷èñëà, íå çàáûâàÿ ïðî çíà÷åíèå ¾â
óìå¿.

Îáû÷íî áîëüøèå ÷èñëà èíèöèàëèçèðóþòñÿ êàêèìè-ëèáî ìàëûìè çíà÷åíèÿìè, íàä
êîòîðûìè çàòåì ïðîèçâîäÿòñÿ îïåðàöèè, êîòîðûå è ïðèâîäÿò ê ðîñòó ýòîãî ÷èñëà. Ò.å.
êîðîòêîå ÷èñëî íàäî çàïèñûâàòü â x.val[MAXLEN], à x.st óñòàíàâëèâàòü â MAXLEN.

Åñëè a, b è c - ïåðåìåííûå òèïà vlong, òî âûçîâ ôóíêöèè äîëæåí âûãëÿäåòü êàê
add(a, b, c). Âûâåñòè çíà÷åíèå äëèííîãî ÷èñëà ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

write(c.val[c.st]);

for i := c.st + 1 to MAXLEN do begin

j := SYS div 10;

while (c.val[i] < j) do begin

write(0);

j := j div 10;

end;

write(c.val[i]);

end;

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïåðâîå ÷èñëî âûâîäèòñÿ áåç âåäóùèõ íóëåé, à êàæäîå
ñëåäóþùåå äîëæíî âûâîäèòñÿ ñ âåäóùèìè íóëÿìè. Ïðîñòî âûâîäèòü ýëåìåíòû ìàññèâà
ñ ïîìîùüþ write íåëüçÿ! Òàêóþ îøèáêó äîñòàòî÷íî ëåãêî äîïóñòèòü è î÷åíü ñëîæíî
íàéòè. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, êàê èçÿùíî ðåàëçîâàí âûâîä ìàññèâà íà ÿçûêå C è
åùå ðàç ïîäóìàéòå, óâåðåíû ëè âû, ÷òî õîòèòå ïðîäîëæàòü ïðîãðàììèðîâàòü íà ÿçûêå
Pascal.
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Ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìà ïîëó÷èëàñü 𝑂(𝑁), ãäå 𝑁 � êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ
â áîëüøåì ÷èñëå. Åñëè áû ìû íå èñïîëüçîâàëè ïîëÿ st, òî íàì êàæäûé ðàç ïðèøëîñü
áû ñêëàäûâàòü âñå MAXLEN ðàçðÿäîâ, à ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íå
âåñü ìàññèâ (â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ðàñòóò, èëè ìû íå ìîæåì òî÷íî îïðåäåëèòü
äëèíó çàðàíåå), òî ñëîæíîñòü ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïðàâäûâàåòñÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ.

Äëèííîå âû÷èòàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èñïîëüçóþòñÿ òå æå èäåè, ÷òî è â
âû÷èòàíèè â ñòîëáèê.

Òåïåðü ðàññìîòðèì óìíîæåíèå äëèííîãî ÷èñëà íà êîðîòêîå (êîðîòêèì ÷èñëîì áóäåì
íàçûâàòü òî, êâàäðàò êîòîðîãî ïîìåùàåòñÿ â ïåðåìåííóþ ýëåìåíòàðíîãî òèïà, ò.å. ìåíü-
øåå SYS). Ïðè ýòîì ôóíêöèþ óìíîæåíèÿ íà êîðîòêîå áóäåì ïèñàòü ñðàçó ñ ïðèöåëîì
íà èñïîëüçîâàíèå â óìíîæåíèè äëèííîãî íà äëèííîå.

procedure mul(var op1 : vlong; sh, offs : integer; var res : vlong);

var

i, flag, st : integer;

begin

flag := 0;

st := op1.st;

for i := MAXLEN-offs+1 to MAXLEN do

res.val[i] := 0;

for i := MAXLEN downto st do begin

res.val[i-offs] := op1.val[i] * sh + flag;

flag := res.val[i-offs] div SYS;

res.val[i-offs] := res.val[i-offs] mod SYS;

end;

if (flag <> 0) then begin

dec(st);

res.val[st-offs] := flag;

end;

res.st := st;

end;

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ äëèííîãî ÷èñëà íà êîðîòêîå ñîñòàâëÿåò 𝑂(𝑁),
ãäå 𝑁 � êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ â äëèííîì ÷èñëå. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ïðåäûäóùèõ
ôóíêöèé óìíîæåíèå äëèííîãî ÷èñëà íà äëèííîå ðåàëèçóåòñÿ î÷åíü ïðîñòî.

procedure mul_long(var op1, op2, res : vlong);

var

i : integer;

temp : vlong;

begin

res.st := MAXLEN;

res.val[MAXLEN] := 0;

for i := MAXLEN downto op1.st do begin

mul(op2, op1.val[i], MAXLEN-i, temp);

add(res, temp, res);

end;

end;
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Âûçîâ ôóíêöèè óìíîæåíèÿ íà êîðîòêîå: mul(x, sh, 0, res), ãäå x � ýòî äëèí-
íîå ÷èñëî, sh � êîðîòêîå, res � ðåçóëüòàò. Âûçîâ ôóíêöèè óìíîæåíèÿ äëèííîãî íà
äëèííîå: mul_long(op1, op2, res), ãäå op1 è op2 � äëèííûå ÷èñëà, à res � èõ ïðîèç-
âåäåíèå.

Èíèöèàëèçàöèÿ çíà÷åíèé è âûâîä îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëîæåíèþ.
Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ äëèííîãî ÷èñëà íà äëèííîå ïîëó÷èëàñü 𝑂(𝑁 ×𝑀), ãäå 𝑁 è

𝑀 � êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ â îïåðàíäàõ. Ñóùåñòâóþò áîëåå áûñòðûå ìåòîäû óìíîæå-
íèÿ äëèííûõ ÷èñåë (íàïðèìåð, ìåòîä Êàðàöóáû), îäíàêî â øêîëüíûõ îëèìïèàäàõ èõ
ïðèìåíåíèå òðåáóåòñÿ êðàéíå ðåäêî.

Äëèííîå äåëåíèå èñïîëüçóåòñÿ ãîðàçäî ðåæå è ðåàëèçóåòñÿ àíàëîãè÷íî äåëåíèþ â
ñòîëáèê. Äëèííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà òàêæå îñòàâèì áåç âíèìàíèÿ (èíòåðåñóþùèåñÿ
ìîãóò íàéòè ñïîñîáû õðàíåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë â ïàìÿòè êîìïüþòåðà è ðåàëèçîâàòü
íå÷òî ïîäîáíîå íà ìàññèâàõ).

Íà ýòîì çàêîí÷èì ðàññìîòðåíèå äëèííûõ ÷èñåë.

5 Делимость и делители

Îòâëå÷åìñÿ îò òåõíè÷åñêèõ âåùåé è ïåðåéäåì ê ïðîãðàììå êóðñà ìàòåìàòèêè íà-
÷àëüíîé øêîëû.

Ïðîñòûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, êîòîðîå äåëèòñÿ íàöåëî
òîëüêî íà ñåáÿ è 1 (èìååò äâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ). Ñîñòàâíûìè ÷èñëàìè, ñîîòâåò-
ñòâåííî, íàçûâàþòñÿ âñå îñòàëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå åäèíèöû.

Ïðîñòûå ÷èñëà èìåþò ìíîæåñòâî ïîëåçíûõ ïðèìåíåíèé, à òàêæå è ñàìè ïî ñåáå
íåðåäêî ÿâëÿþòñÿ ñóòüþ çàäà÷è. Íàèáîëåå èçâåñòíîå ïðîìûøëåííîå ïðèìåíåíèå ïðî-
ñòûõ ÷èñåë � â øèôðîâàíèè RSA ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàì íåîáõîäèìî óìåòü ïðîâåðÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 𝑁 ïðîñòûì.
Ò.å. íàì íåîáõîäèìî óçíàòü, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà 𝑥, 𝑦 (1 < 𝑥, 𝑦 <
𝑁), ÷òî 𝑥 × 𝑦 = 𝑁 . Êðîìå òîãî, óñëîâèìñÿ, ÷òî 𝑥 ≤ 𝑦, òîãäà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî 𝑥
ìåíüøå ëèáî ðàâåí êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ÷èñëà 𝑁 (åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî
ïðîèçâåäåíèå áóäåò çàâåäîìî áîëüøå 𝑁).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ áóäåò äîâîëüíî ýô-
ôåêòèâíî ïðîâåðÿòü ÷èñëî íà ïðîñòîòó:

function isprime(n : integer) : boolean;

var

i, j : integer;

begin

if (2 = i) then

isprime := true

else begin

j := round(sqrt(n))+1;

for i := 2 to j do

if (n mod i = 0) then begin

isprime := false;

exit;

end;

isprime := true;
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end;

end;

Ïîëüçóÿñü òåìè æå ñîîáðàæåíèÿìè, î÷åíü ïðîñòî íàïèñàòü ôóíêöèþ, íàõîäÿùóþ
âñå ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà äâà ìíîæèòåëÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáðàòü ïðîâåðêó íà
ðàâåíñòâî 𝑁 äâóì è â çàìåíèòü âûõîä èç ôóíêöèè ñ ðåçóëüòàòîì false íà îáðàáîòêó
äâóõ íàéäåííûõ äåëèòåëåé i è n div i.

Îáà ýòèõ àëãîðèòìà èìåþò ñëîæíîñòü 𝑂(
√
𝑁).

6 НОД и НОК. Элементы теории остатков

Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì (ÍÎÄ) äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ òàêîå
ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì è ïåðâîãî è âòîðîãî
÷èñëà. Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì (ÍÎÊ) äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ òà-
êîå ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íàöåëî íà îáà ýòèõ ÷èñëà.

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ÍÎÄ è ÍÎÊ ìíîãèõ ÷èñåë. Íà ïðàêòèêå ÍÎÄ è ÍÎÊ
ìíîãèõ ÷èñåë ñ÷èòàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîïàðíîãî ïîäñ÷åòà ÍÎÄ è ÍÎÊ
(ò.å. ñ÷èòàåòñÿ ÍÎÄ óæå îáðàáîòàííîé ÷àñòè è î÷åðåäíîãî ÷èñëà).

Çàäà÷è, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü ÍÎÄ èëè ÍÎÊ âîçíèêàþò äîâîëüíî ÷à-
ñòî, îñîáåííî äëÿ ÍÎÄ. Òàê, íàïðèìåð, â ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäè-
íàòàìè íà îòðåçêå èñïîëüçóåòñÿ ÍÎÄ 𝑥 è 𝑦 êîîðäèíàò îòðåçêà.

Â ìëàäøåé øêîëå èçó÷àåòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ÍÎÄ äâóõ
÷èñåë. Â íåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1) ÍÎÄ(𝑎, 0) = 𝑎
2) ÍÎÄ(𝑎, 𝑏) =ÍÎÄ(𝑎𝑚𝑜𝑑𝑏, 𝑏) =ÍÎÄ(𝑎, 𝑏𝑚𝑜𝑑𝑎)
Çàïèøåì ôóíêöèþ ïîäñ÷åòà ÍÎÄ (GCD � Greatest Common Divisor):

function gcd(ap, bp : integer) : integer;

var

a, b, c : integer;

begin

a := ap;

b := ap;

while (b <> 0) do begin

c := a mod b;

a := b;

b := c;

end;

gcd := a;

end;

Ýòîò àëãîðèòì î÷åíü ïðîñò, åãî ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå, ðàâíà 𝑂(log𝑁), ãäå
𝑁 � áîëüøåå èç ÷èñåë.

ÍÎÊ ìîæíî èñêàòü èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ÍÎÄ(𝑎, 𝑏)×ÍÎÊ(𝑎, 𝑏) = 𝑎× 𝑏.
Ñóùåñòâóåò åùå îäèí ñïîñîá ïîèñêà ÍÎÄ: áèíàðíûé àëãîðèòì Åâêëèäà. Ýòîò ñïî-

ñîá îñíîâûâàåòñÿ íà ñîîòíîøåíèÿõ ÍÎÄ(2 × 𝑎, 2 × 𝑏) = 2×ÍÎÄ(𝑎, 𝑏), ÍÎÄ(2 × 𝑎, 2 ×
𝑏 + 1) =ÍÎÄ(𝑎, 2× 𝑏 + 1), ÍÎÄ(2× 𝑎 + 1, 2× 𝑏 + 1) =ÍÎÄ(2× (𝑎− 𝑏), 2× 𝑏 + 1). Õîòÿ
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ïðè èïîëüçîâàíèè ýòèõ ñîîòíîøåíèé âðåìÿ íàïèñàíèÿ ïðîãðàììû è ñîáñòâåííî ïîèñêà
ÍÎÄ íåñêîëüêî âîçðàñòåò (õîòÿ ïî ïðåæíåìó ñëîæíîñòü àëãîðèòìà áóäåò ñîñòàâëÿòü
𝑂(log 𝑛)), ýòîò ñïîñîá íàìíîãî óäîáíåå ïðè ïîèñêå ÍÎÄ äëèííûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî,
â îáû÷íîì àëãîðèòìå Åâêëèäà íåîáõîäèìà îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ äëèí-
íûõ ÷èñåë, à â áèíàðíîì � íàìíîãî áîëåå ïðîñòûå îïåðàöèè äëèííîãî âû÷èòàíèÿ è
äåëåíèÿ íà 2.

Â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ äîâîëüíî ÷àñòî òðåáóåòñÿ íàéòè ÷òî-ëèáî ¾ïî ìîäóëþ¿
êàêîãî-ëèáî ÷èñëà, ò.å. ïîäñ÷èòàòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðåçóëüòàòà íà çàäàííîå ÷èñëî.
Òåîðèÿ ÷èñåë äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè è ìû íå
áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â íåå, âçÿâ ëèøü íåñêîëüêî ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ÷àñòíîñòè, íàì âàæíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îñòàòêîâ: (a+b) mod n=(a mod n+b
mod n) mod n è (a× b) mod n=(a mod n× b mod n) mod n. Ýòè ñâîéñòâà ÷àñòî áûâàþò ïî-
ëåçíûìè, ò.ê. îáû÷íî â çàäà÷àõ, ãäå òðåáóåòñÿ ïîäñ÷èòàòü îñòàòêè, âîçíèêàþò äîâîëüíî
áîëüøèå ÷èñëà, è óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè îïåðàíäîâ â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ
íàìíîãî îáëåã÷àåò çàäà÷ó.

Òàêæå äîâîëüíî ÷àñòî òðåáóåòñÿ íàéòè óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ýëåìåíò êàêîé-
ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ìîäóëþ äàííîãî ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñîñòàâèòü
¾òàáëèöó óìíîæåíèÿ¿ ïî ìîäóëþ 𝑛 èëè äðóãóþ òàáëèöó ñ ïðàâèëàìè ïåðåõîäà � ýòî
ìîæåò çíà÷èòåëüíî îáëåã÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è.

7 Разложение числа на простые множители

Âåðíåìñÿ ê ïðîñòûì ÷èñëàì. Ëþáîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè÷åì ýòî ïðåäñòàâëåíèå áóäåò åäèíñòâåííî.

Îáû÷íî, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âûãëÿäèò â âèäå îäíîìåðíîãî ìàññèâà, ñîäåðæàùåãî
ïðîñòûå ÷èñëà, è åùå îäíîãî îäíîìåðíîãî ìàññèâà äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ÷èñëà, â êàæäîé ÿ÷åéêå êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ ñòåïåíü ñîîòâåòñòâåííîãî ïðîñòî
÷èñëà.

Íàïðèìåð, ïóñòü ó íàñ åñòü ìàññèâ ïðîñòûõ ÷èñåë [2, 3, 5, 7, 11, 13], òîãäà ìàññèâ ñ
ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà 2600 áóäåò âûãëÿäåòü êàê [3, 0, 2, 0, 0, 1] èç êîòîðîãî ìîæíî ïîëó-
÷èòü 23 × 52 × 131 = 2600.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåîïðàâäàííî ãåíåðèðîâàòü äëÿ îäíîãî ÷èñëà (åñëè ýòî íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è). Îäíàêî, åñëè ÷èñåë ìíîãî, òî ïðè-
âåäåíèå èõ â òàêîå ïðåäñòàâëåíèå è îáðàòíî ìîæåò áûòü âåñüìà ïîëåçíûì.

Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î÷åíü ïðîñòî ðåàëèçîâàòü óìíîæå-
íèå. Ðàññìîòðèì íàøå ÷èñëî 2600 è ÷èñëî 11858, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàññèâîì
[1, 0, 0, 2, 2, 0]. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë, äîñòàòî÷íî ñëîæèòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàññèâîâ. Ðåçóëüòàòîì áóäåò ìàññèâ [4, 0, 2, 2, 2, 1], ò.å. 24×52×72×
112 × 131 = 30830800, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ.

Ïîñëå íåêîòîðûõ ðàçìûøëåíèé ìîæíî òàêæå ðåàëèçîâàòü äåëåíèå ñ îñòàòêîì, íî â
ðàìêàõ ëåêöèè ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì, æåëàþùèå ìîãóò ñàìè ïðèäóìàòü àëãîðèòì.

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü ÍÎÄ è ÍÎÊ ýòèõ ÷èñåë.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ íàäî âûáèðàòü ìèíèìóì èç ñòåïåíåé (ýòî ëîãè÷íî, ò.ê. ÷èñëî

𝑋𝑛 êðàòíî 𝑋𝑘, åñëè 𝑛 ≥ 𝑘). Äëÿ ïîäñ÷åòà ÍÎÊ íàäî áðàòü ìàêñèìóì èç ñòåïåíåé. Ýòîò
æå ìåòîä ðàáîòàåò äëÿ ïîäñ÷åòà ÍÎÄ è ÍÎÊ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë.

Äëÿ íàøèõ ÷èñåë 2600 è 11858, ÍÎÄ, ïîäñ÷èòàííûé òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâèì
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ìàññèâîì [1, 0, 0, 0, 0, 0], ò.å. ðàâåí 2, à ÍÎÊ � ìàññèâîì [3, 0, 2, 2, 2, 1] è ðàâåí 15415400.
Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò âåðåí.

Êðîìå òîãî, ó ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ñóùåñòâóþò áîëåå ñïåöè-
ôè÷íûå íàçíà÷åíèÿ, êîòîðûå âñòðåòÿòñÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ òóðîâ.

Íàõîæäåíèå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë äî 𝑁 çàíèìàåò 𝑂(𝑁 ×
√
𝑁) âðåìåíè, ïîäñ÷åò ñòå-

ïåíåé äëÿ îäíîãî ÷èñëà çàíèìàåò îêîëî 𝑂(𝑁) âðåìåíè (åñëè ñòåïåíè íå ñëèøêîì áîëü-
øèå), è îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ è ÍÎÊ çàíèìàþò òàêæå 𝑂(𝑁) âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíîå âðåìÿ ñîñòàâëÿåò îêîëî 𝑂(𝑁 ×

√
𝑁 +𝑁 ×𝑀), ãäå 𝑁 � ìàê-

ñèìàëüíîå èç ÷èñåë, à 𝑀 � êîëè÷åñòâî ýòèõ ÷èñåë.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàì íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü òîëüêî îäíî ÷èñëî íà ïðîñòûå ìíî-

æèòåëè. Â òàêîé ñèòóàöèè íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì áóäåò ìîäèôèêàöèÿ ôóíê-
öèè ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êàæäûé ðàç ïðè íàõîæäåíèè
äåëèòåëÿ ìû áóäåì äåëèòü ðàçëàãàåìîå ÷èñëî íà íåãî äî òåõ ïîð, ïîêà îíî äåëèòñÿ (è
çàïîìèíàòü ñòåïåíü, ñ êîòîðîé ýòîò äåëèòåëü âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà), òî ìû ïîëó-
÷èì âñå ïðîñòûå äåëèòåëè êðîìå, âîçìîæíî, îäíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîèñê äåëèòåëåé
íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü äî êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ÷èñëà, à â ñëó÷àå, åñëè ïîñëå äåëå-
íèÿ îñòàëàñü íå åäèíèöà � ýòîò îñòàòîê òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äåëèòåëåì, ïðè÷åì
ñòåïåíü åãî âõîæäåíèÿ âñåãäà ðàâíà 1. Íàïðèìåð, 26 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê 21 × 131, ãäå
13 � åäèíñòâåííûé äåëèòåëü, áîëüøèé êâàäðàòíîãî êîðíÿ.

8 Быстрое возведение в степень

Äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ ÷èñëà èëè äðóãîãî îáúåêòà,
äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, â êàêóþ-ëèáî ñòåïåíü. Íàèâíûé àëãî-
ðèòì, êîãäà ìû ïðîñòî íóæíîå ÷èñëî ðàç óìíîæàåì ÷èñëî íà ñàìî ñåáÿ, èìååò ñëîæíîñòü
𝑂(𝑁), ãäå 𝑁 � ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.

Ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü ÷èñëî ðàñòåò î÷åíü áûñòðî (à çíà÷èò, íàâåðíÿêà òðåáóþòñÿ
îïåðàöèè ñ äëèííûìè ÷èñëàìè). Ïîýòîìó íàó÷èòüñÿ âîçâîäèòü ÷èñëî â ñòåïåíü áûñòðåå,
÷åì çà 𝑂(𝑁) � äîñòàòî÷íî âàæíàÿ çàäà÷à.

Ðàññìàòðèâàÿ ñòåïåíè íåêîòîðûõ ÷èñåë, ìîæíî äîãàäàòüñÿ î ìåòîäå, êîòîðûì ñëå-
äóåò ïîëüçîâàòüñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ âîçâåäåíèÿ 3 â 4-þ ñòåïåíü íàì íóæíî ïðîäåëàòü 3
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Îäíàêî, åñëè èçìåíèòü ïîðÿäîê äåéñòâèé íà òàêîé: (32)2, òî ïî-
òðåáóåòñÿ âñåãî äâà óìíîæåíèÿ. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ïðè âîçâåäåíèè ÷èñëà â ñòåïåíè
åùå â êàêóþ-ëèáî ñòåïåíü ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ïåðåìíîæàþòñÿ. Èìåííî íà ñîêðàùåíèè
÷åòíûõ ñòåïåíåé îñíîâûâàåòñÿ èäåÿ áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.

Ïðèâåäåì òåêñò ôóíêöèè, êîòîðàÿ âîçâîäèò ÷èñëî 𝑎 â ñòåïåíü 𝑛:

function pow(a, n : integer) : integer;

var

b, c, k : integer;

begin

k := n;

b := 1;

c := a;

while (k <> 0) do

if (k mod 2 = 0) then begin

k := k div 2;
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c := c * c;

end else begin

dec(k);

b := b * c;

end;

pow := b;

end;

Êàæäûé ðàç, êîãäà ñòåïåíü ÷åòíàÿ, ìû âîçâîäèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ â
êâàäðàò, à ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äåëèì íà 2. Åñëè ÷èñëî íå÷åòíîå, òî óìíîæàåì òåêóùåå
âñïîìîãàòåëüíîå ÷èñëî íà ðåçóëüòàò è óìåíüøàåì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè íà 1. Òàêèì îá-
ðàçîì õîòÿ áû îäèí ðàç èç äâóõ ó íàñ ïðîèçîéäåò óìåíüøåíèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè âäâîå
è, èñõîäÿ èç ýòîãî, ìû ïîëó÷èì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 𝑂(log𝑁).

Äîñòèæåíèå òàêîé ñëîæíîñòè î÷åíü ïîëåçíî, îñîáåííî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåäëåí-
íûõ îïåðàöèé ñ äëèííûìè ÷èñëàìè. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî âûáðàòü ¾óíèâåðñàëüíûé¿
ðåöåïò: èñïîëüçîâàòü áûñòðîå âîçâåäåíèå ñòåïåíü âåçäå, ãäå ïîêàçàòåëü ìîæåò ïðåâû-
øàòü 100. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü áûñò-
ðîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü âî âñåõ ñëó÷àÿõ.

Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå àëãîðèòì áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü îáçûâàþò çà-
áàâíûì ñëîâîñî÷åòàíèåì �Russian peasant algorithm�, ÷òî ïåðåâîäèòñÿ êàê ¾àëãîðèòì
ðóññêîãî êðåñòüÿíèíà¿.

9 Матрицы и операции над ними

Â ðàìêàõ íàøåé ñåãîäíÿøíåé ëåêöèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êâàäðàòíûå
ìàòðèöû, ñîñòîÿùèå èç ÷èñåë. Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, äâóìåðíûì ìàññèâîì, ÷òîáû
íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ýòî òàêîå, ìîæíî îòêðûòü ýëåêòðîííóþ òàáëèöó. Êàæäûé
ýëåìåíò ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ èìåíåì ýòîé ìàòðèöû è äâóìÿ ÷èñëàìè � èíäåêñàìè
ìàññèâà.

Äâóìåðíûå ìàññèâû î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ïðîãðàììèðîâàíèè äëÿ õðàíåíèÿ
äàííûõ, íî ñåãîäíÿ ìû îñòàíîâèìñÿ íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ìàòðèö.

Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì, è äëÿ íåå, êàê è äëÿ ÷èñåë, îïðåäåëå-
íû íåêîòîðûå îïåðàöèè, â ÷àñòíîñòè, ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå ìàòðèö. Äîïóñòèì, ÷òî 𝐴,
𝐵 è 𝐶 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Òîãäà ìàòðèöà 𝐶, ðàâíàÿ ñóììå
ìàòðèö 𝐴 è 𝐵 îïðåäåëÿåòñÿ ïîýëåìåíòíî, êàê 𝐶[𝑖, 𝑗] = 𝐴[𝑖, 𝑗]+𝐵[𝑖, 𝑗]. Òî÷íî òàê æå îïðå-
äåëÿåòñÿ è ðàçíîñòü ìàòðèö. Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî � ýòî ïðîñòî óìíîæåíèå
êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû íà ýòî ÷èñëî.

Ïî-äðóãîìó ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå ìàòðèö. Äîïóñòèì, 𝐶 = 𝐴 × 𝐵, òîãäà 𝐶[𝑖, 𝑗] =∑︀𝑛−1
𝑘=0(𝐴[𝑖, 𝑘] × 𝐵[𝑘, 𝑗]), 𝑘 èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 𝑛 − 1 (𝑛 � ðàçìåð ìàòðèöû, íóìåðàöèÿ

íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ). Çíàê
∑︀

îçíà÷àåò ñóììó, ò.å.
∑︀4

𝑘=0𝐴[𝑘] � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî
𝐴[0] +𝐴[1] +𝐴[2] +𝐴[3] +𝐴[4]. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî 𝐴×𝐵, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíî
𝐵 × 𝐴.

Ïåðåä íàïèñàíèåì ïðîöåäóðû óìíîæåíèÿ ìàòðèö îïðåäåëèì íåñêîëüêî êîíñòàíò è
òèïîâ äàííûõ.

const

MAXN = 100;
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Ýòà êîíñòàíòà áóäåò îïðåäåëÿòü ðàçìåð ìàòðèöû (åå óäîáíî óìåíüøàòü ïðè îòëàäêå,
ò.ê. â îòëàä÷èêå î÷åíü òÿæåëî ïðîñìàòðèâàòü áîëüøèå äâóìåðíûå ìàññèâû).

type

matr = array[0..MAXN, 0..MAXN] of integer;

Íåîáõîäèìî ñîçäàòü íîâûé òèï äàííûõ, ò.ê. ýòî åäèíñòâåííûé ñïîñîá ïåðåäàòü ìàò-
ðèöû â ïðîöåäóðó

procedure mulmatr(a, b, c : matr);

var

i, j, k : integer;

begin

for i := 0 to MAXN do

for j := 0 to MAXN do begin

c[i, j] := 0;

for k := 0 to MAXN do

c[i, j] := c[i, j] + a[i, k] * b[k, j];

end;

end;

Ðàññìîòðèì åùå îäíî ïîíÿòèå, êîòîðîå ïîçâîëèò íàì ïðèìåíèòü õèòðîñòü, óñêîðÿ-
þùåå ðàáîòó ïðîãðàììû â íåñêîëüêî ðàç.

Òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé ñòîëáöû ñòàíî-
âÿòñÿ ñòðîêàìè, à ñòðîêè � ñòîëáöàìè. Ò.å. 𝐴𝑇 [𝑖, 𝑗] = 𝐴[𝑗, 𝑖] (𝐴𝑇 - îáîçíà÷åíèå òðàíñïî-
íèðîâàííîé ìàòðèöû).

Â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ ìàòðèö ìû áåðåì ñòðîêó îäíîé ìàòðèöû è ñòîëáåö äðóãîé
è îñóùåñòâëÿåì ê íèì ïîñëåäîâàòåëüíûé äîñòóï. Â ïàìÿòè êîìïüþòåðà ìíîãîìåðíûå
ìàññèâû ðàçâîðà÷èâàþòñÿ â îäíîìåðíûå, è äîñòóï ê ñòðîêå èäåò äîâîëüíî áûñòðî, çà
ñ÷åò îïòèìèçàöèé êîìïèëÿòîðà ïðè ïîäñ÷åòå àäðåñíûõ âûðàæåíèé è êýøèðîâàíèÿ (âñå
äàííûå ëåæàò ðÿäîì è àâòîìàòè÷åñêè ïîïàäàþò â êýø). Â ñëó÷àå æå ñî ñòîëáöîì àä-
ðåñíîå âûðàæåíèå (ïîëîæåíèå ýëåìåíòà ìàññèâà â ôèçè÷åñêîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà)
ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü çàíîâî è äàííûå íå ïîïàäàþò â êýø.

Â íàøåé ôóíêöèè ìû îáðàùàåìñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ñòîëáöó MAXN ðàç, çà ñ÷åò ÷åãî
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðåçêî ïàäàåò. Åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ïðèìåíèòü òðàíñïîíèðîâàíèå
ìàòðèöû, à ïîòîì âåðíóòü åå îáðàòíî, òî íàì óäàñòñÿ óñêîðèòü ïðîãðàììó â 3 − 5 ðàç
áåç èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Èçìåíåííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

procedure mulmatr(a, b, c : matr);

var

i, j, k : integer;

begin

for i := 0 to MAXN do

for j := 0 to i do begin

k := b[i, j];

b[i, j] := b[j, i];

b[j, i] := k;

end;
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for i := 0 to MAXN do begin

c[i, j] := 0;

for k := 0 to MAXN do

c[i, j] := c[i, j] + a[i, k] * b[j, k];

end;

for i := 0 to MAXN do

for j := 0 to i do begin

k := b[i, j];

b[i, j] := b[j, i];

b[j, i] := k;

end;

end;

Â êîíöå ðàáîòû ôóíêöèè ìû âîçâðàùàåì ìàòðèöó 𝐵 â åå èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Òåïåðü
ó íàñ åñòü òîëüêî óìíîæåíèå ñòðîêè íà ñòðîêó, êîòîðîå ïðîèñõîäèò çàìåòíî áûñòðåå.
Ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå ìåòîäû õðàíåíèÿ ñòîëáöà, íàïðèìåð, çàïèñûâàÿ
åãî â îäíîìåðíûé ìàññèâ.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêæå îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð (îäíîìåð-
íûé ìàññèâ). Ïóñòü 𝐴 � ìàòðèöà, 𝐵 - âåêòîð èç ÷èñåë, òîãäà â ðåçóëüòàòå óìíîæå-
íèÿ ìû ïîëó÷èì âåêòîð 𝐶, êîòîðûé áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ èñõîäÿ èç ôîðìóëû 𝐶[𝑖] =
𝐵[𝑖]×

∑︀𝑛−1
𝑘=0 𝐴[𝑖, 𝑘].
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