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1 Битовые операции

Êàê èçâåñòíî, â êîìïüþòåðàõ îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà.
Ñåé÷àñ íàñ íå áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â àðõèòåêòóðå x86, ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî çàïèñûâàåòñÿ òàê, êàê ýòî ïðèíÿòî: ñëåâà ñòîÿò ñòàðøèå ðàçðÿäû,
ñïðàâà � ìëàäøèå.

Ìû èçó÷èì ñëåäóþùèå îïåðàöèè, êîìáèíàöèÿìè êîòîðûõ áóäåì äîáèâàòüñÿ íóæíûõ
ðåçóëüòàòîâ: îòðèöàíèå (çàìåíà âñåõ 0 íà 1 è íàîáîðîò), èëè, è, èñêëþ÷àþùåå èëè
(ïîðàçðÿäíîå ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2). Îïåðàöèè çàïèñûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê ~,
|, &, ^.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò åùå äâå îïåðàöèè, êîòîðûå íàì ïðèãîäÿòñÿ: ñäâèã âëåâî è
ñäâèã âïðàâî (ñ äîïîëíåíèåì íóëÿìè ñïðàâà è ñëåâà ñîîòâåòñòâåííî). Îíè îáîçíà÷àþòñÿ,
êàê << è >>.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

1. Óñòàíîâèòü 𝑘-ûé ñïðàâà áèò ÷èñëà 𝑛 â 1. Ðàçäåëèì îïåðàöèþ íà äâà ýòàïà: ñî-
çäàíèå ÷èñëà ñ åäèíñòâåííîé 1 íà 𝑘-îé ïîçèöèè è ëîãè÷åñêîå èëè ñ ïåðåìåííîé
𝑛.

j = 1;

j <<= k;

n |= j;

Â áèòîâûõ îïåðàöèÿõ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííóþ çàïèñü îïåðàöèé.

2. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè 𝑘-ûé áèò ïåðåìåííîé 𝑛 åäèíèöåé. Çäåñü âñå äåëàåòñÿ ïî÷òè
òàêæå.

j = 1;

j <<= k;

j &= n;
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Åñëè 𝑗 îòëè÷íî îò 0, òî 𝑘-ûé áèò áûë 1, èíà÷å 0.

3. Ïðîâåðèòü, åñòü ëè â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 𝑛 õîòÿ áû îäèí 0. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì: ñîçäàäèì ïåðåìåííóþ, ïîëíîñòüþ ñîñòîÿùóþ èç åäèíèö, à çàòåì
ñðàâíèì ñ 𝑛.

j = 0;

j = ~j;

Åñëè 𝑛 è 𝑗 ñîâïàäàþò, òî íè îäíîãî íóëÿ â çàïèñè 𝑛 íåò.

4. Óñòàíîâèòü 𝑘 ïðàâûõ áèò ïåðåìåííîé 𝑛 â íóëè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ñäâèãà âïðàâî (ïðè ýòîì ñàìûå ïðàâûå áèòû
óäàëÿòñÿ) è ñäâèãà âëåâî íà òî æå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ (ýòè ïîçèöèè çàïîëíÿòñÿ
íóëÿìè).

n >>= k;

n <<= k;

5. Äàíî 𝑛 ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâà èëè êðàò-
íîå äâóì ÷èñëî ðàç, êðîìå îäíîãî, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç. Íåîá-
õîäèìî íàéòè ýòî ÷èñëî.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè óòâåðæäåíèÿìè:
𝑥 ∧ 𝑥 ≡ 0 (¾𝑥 èñêëþ÷àþùåå èëè 𝑥 òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ¿ èëè ¾𝑥 èñêëþ÷àþ-
ùåå èëè 𝑥 ðàâíî 0 äëÿ ëþáîãî 𝑥¿) è (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑥 ≡ 𝑦. Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé
ìîæíî ïðîñòî ïðèìåíèòü èñêëþ÷àþùåå èëè (¾ïîêñîðèòü¿) âñå ÷èñëà, è â ðåçóëü-
òàòå îñòàíåòñÿ èñêîìîå ÷èñëî, ò.ê. âñòðå÷àþùååñÿ ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ðàç ÷èñëà
ñîêðàòÿòñÿ.

k = 0;

For (i, n) {

scanf("%d", &x);

k ^= x;

}

Äîâîëüíî ÷àñòûì ïðèìåíåíèåì áèòîâûõ îïåðàöèé ÿâëÿþòñÿ áèòîâûå áóëåâñêèå ìàññè-
âû (îíè çàíèìàþò â 8 ðàç ìåíüøå ïàìÿòè, ÷åì îáû÷íûå áóëåâñêèå ìàññèâû, ò.ê. äëÿ
õðàíåíèÿ çíà÷åíèÿ ¾èñòèíà¿ èëè ¾ëîæü¿ äîñòàòî÷íî îäíîãî áèòà).

Îïðåäåëèì êàê êîíñòàíòó ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ìàññèâà. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå íîñèòåëÿ òèï int, êîòîðûé ñîñòîèò èç 32 áèò (â ñîâðåìåííûõ êîìïèëÿòîðàõ).

#define MAXN 1000

int bitarr[MAXN];

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ìàññèâ èç 32000 áèò.
Îïèøåì òðè ôóíêöèè set(n) � óñòàíîâêó 𝑛-ãî áèòà â 1, unset(n) � óñòàíîâêó 𝑛-ãî

áèòà â 0 è get(n), êîòîðàÿ áóäåò âîçâðàùàòü çíà÷åíèå 𝑛-ãî áèòà. Âñå ýòè îïåðàöèè ìû
óæå ðàññìàòðèâàëè (óñòàíîâêó áèòà â 0 è 1 è ïîëó÷åíèå çíà÷åíèÿ áèòà), ïîýòîìó ïðè-
âåäåì ïðèìåð òîëüêî îäíîé èç ôóíêöèé, íàïðèìåð, get(int n), à îñòàëüíûå íåñëîæíî
ñäåëàòü ïî àíàëîãèè.
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int get(int n)

{

int seg, off, j = 1;

seg = n / 32;

off = n % 32;

j <<= off;

if ((bitarr[seg] & j) != 0) return 1;

else return 0;

}

Çäåñü seg � èíäåêñ ýëåìåíòà â ìàññèâå, êóäà ïîïàäåò äàííûé áèò, à off � íîìåð áèòà
â ýòîì ýëåìåíòå.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òàêîé ìåòîä ðàáîòàåò ìåäëåííåå, ÷åì îáû÷íûé áóëåâñêèé
ìàññèâ è äîëæåí èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àÿõ, åñëè íàì î÷åíü êðèòè÷íà ïàìÿòü
èëè ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìîñòü â êàêîé ëèáî ñïåöèôè÷íîé ïðîâåðêå, íàïðèìåð, íàéòè
õîòÿ áû îäèí 0 ñðåäè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà 1.

2 Стеки

Ñòåêîì íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, â êîòîðîé äàííûå, çàïèñàííûå ïåðâûìè, èç-
âëåêàþòñÿ ïîñëåäíèìè (FILO: First In - Last Out). Íàïðèìåð, åñëè ìû çàïèñàëè â ñòåê
÷èñëà 1, 2, 3, òî ïðè ïîñëåäóþùåì èçâëå÷åíèè ïîëó÷èì 3, 2, 1.

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü ñòåê â âèäå óçêîãî êîëîäöà èëè ðþêçàêà, â êîòîðûé ìû ìîæåì
êëàñòü ïðåäìåò òîëüêî íàâåðõ è çàáèðàòü òîëüêî âåðõíèé ïðåäìåò.

Ìû áóäåì ðåàëèçîâûâàòü ñòåê íà îäíîìåðíîì ìàññèâå, à óêàçàòåëåì íà âåðøèíó
ñòåêà (ïåðâûé ñâîáîäíûé ýëåìåíò â ìàññèâå) â òàêîì ñëó÷àå áóäåò öåëî÷èñëåííàÿ ïåðå-
ìåííàÿ � èíäåêñ ñâîáîäíîãî ýëåìåíòà. Äëÿ ñòåêà îïðåäåëåíû äâå îïåðàöèè push(x) �
çàïèñàòü â ñòåê ýëåìåíò (â íàøåì ñëó÷àå � ÷èñëî) è pop() � èçâëå÷ü èç ñòåêà ýëåìåíò.

Ðàçìåð ñòåêà, êàê è îáû÷íî, îïðåäåëèì â âèäå êîíñòàíòû:
#define MAXN 1000

Ñàì ñòåê áóäåì îïèñûâàòü â âèäå ñòðóêòóðû.

typedef struct

{

int sp;

int val[MAXN];

} stack;

Ìû ìîæåì ñîçäàâàòü ñòåêè, ïðîñòî íàïèñàâ, íàïðèìåð, stack a, b;.
Ïðè ïåðåäà÷å ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè íàì íóæíî áóäåò óêàçûâàòü, ñ êàêèì êîíêðåòíî

ñòåêîì ìû õîòèì ðàáîòàòü, à ÷òîáû äàííûå íå êîïèðîâàëèñü, áóäåì ïåðåäàâàòü èõ ïî
óêàçàòåëþ.

void push(stack *s, int x)

{

s->val[s->sp++] = x;

}
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int pop(stack *s)

{

return s->val[--s->sp];

}

Â ôóíêöèè push ìû çàïèñûâàåì äîáàâëÿåìûé ýëåìåíò â ïåðâóþ ñâîáîäíóþ ïîçè-
öèþ, à çàòåì óâåëè÷èâàåì åå íîìåð (ïîñòèíêðåìåíò). Â ôóíêöèè pop ìû óìåíüøàåì
óêàçàòåëü íà âåðøèíó ñòåêà (ïðåäåêðåìåíò), à çàòåì âîçâðàùàåì çíà÷åíèå èç ïîñëåäíåé
çàíÿòîé ÿ÷åéêè.

Äëÿ ñòåêîâ ñîçäàííûõ â ñòàòè÷åñêîé ïàìÿòè (òàê, êàê ìû ñîçäàâàëè èõ â ïðèìåðå),
âûçîâû ôóíêöèé áóäóò âûãëÿäåòü êàê push(&a, x); x = pop(&a); ãäå x � ÷èñëî, à
a � ñòåê. Ïåðåä ýòèì íåîáõîäèìî èíèöèàëèçèðîâàòü óêàçàòåëü íà âåðøèíó ñòåêà íóëåì
(s.sp = 0).

Ñëîæíîñòü îáåèõ îïåðàöèé íàä ñòåêîì ñîñòàâëÿåò 𝑂(1).
Åñëè íàì áóäóò íåîáõîäèìû êàêèå-òî äîïîëíèòåëüíûå ôóíêöèè ðàáîòû ñî ñòåêîì,

(íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå ïóñò ëè ñòåê èëè êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â íåì), òî âñþ íåîáõîäè-
ìóþ èíôîðìàöèþ ìû ìîæåì íàéòè â ïîëå sp. Íàïîìíèì, ÷òî sp � òåêóùåå êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â ñòåêå.

Ïðè ïëàíèðîâàíèè ðàçìåðà ñòåêà íàäî ó÷èòûâàòü íå îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ,
à ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííî íàõîäÿùèõñÿ â ñòåêå ýëåìåíòîâ (õîòÿ ÷àñòî
ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò).

Ñòåêè èñïîëüçóþòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî è â áîëüøèíñòâå àðõèòåêòóð êîìïüþòåðîâ
ðåàëèçîâàíû àïïàðàòíî. Îäíî èç ïðèìåíåíèé ñòåêîâ ìû ðàññìîòðèì íèæå.

3 Очереди

Î÷åðåäü èìååò èíòóèòèâíî ïîíÿòíîå íàçâàíèå. Ýëåìåíò, êîòîðûé ïîïàë â î÷åðåäü
ðàíüøå, âûéäåò èç íåå òàêæå ðàíüøå (ò.å. ýëåìåíòû èçâëåêàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëå-
íèÿ). Ïî-àíãëèéñêè î÷åðåäü íàçûâàåòñÿ queue (¾êüþ¿) èëè FIFO (First In - First Out).

Î÷åðåäü ìû áóäåì ðåàëèçîâûâàòü íà îäíîìåðíîì ìàññèâå, àíàëîãè÷íî ñòåêó. Òóò
íàì ïðèäåòñÿ íåìíîãî îòîéòè îò àíàëîãèé ñ ðåàëüíîñòüþ äëÿ ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè. Åñëè ðåàëèçîâûâàòü î÷åðåäü â ïðîãðàììå êàê î÷åðåäü â ìàãàçèíå, ãäå ëþäè
ïîñòåïåííî äâèãàþòñÿ ê êàññå, òî èçâëå÷åíèå ýëåìåíòà èç î÷åðåäè áóäåò èìåòü ñëîæ-
íîñòü 𝑂(𝑁), ãäå 𝑁 - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â î÷åðåäè), ò.ê. âñå ýëåìåíòû áóäåò íåîáõîäè-
ìî ïåðåäâèíóòü. Ãîðàçäî óäîáíåå â íàøåé ñèòóàöèè ïåðåìåùàòü ¾êàññó¿, ò.å. èçìåíÿòü
óêàçàòåëü íà íà÷àëî î÷åðåäè.

Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò äðóãàÿ ïðîáëåìà: åñëè â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ðàçìåð
î÷åðåäè îãðàíè÷èâàëñÿ êîëè÷åñòâîì îäíîâðåìåííî íàõîäÿùèõñÿ â íåé ýëåìåíòîâ, òî
çäåñü íàì íåîáõîäèìî áóäåò ñîçäàâàòü î÷åðåäü ñ ðàçìåðîì, ðàâíûì îáùåìó êîëè÷åñòâó
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå â íåé ïîáûâàþò.

Ýòó ïðîáëåìó ìû ðåøèì, çàêîëüöåâàâ î÷åðåäü. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü êðóã, ãäå ïîìå-
÷åíû äâå ïîçèöèè � ñ êàêîé óõîäèòü, è íà êàêóþ ñòàíîâèòüñÿ íîâîìó ýëåìåíòó. Äëÿ
ýòîãî â ðåàëèçàöèè ìû áóäåì áðàòü îáà óêàçàòåëÿ ïî ìîäóëþ 𝑀𝐴𝑋𝑁 .

Î÷åðåäü òàêæå ðåàëèçóåì â âèäå ñòðóêòóðû:

typedef struct
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{

int qh, qt;

int val[MAXN];

} queue;

Òåïåðü ìû ìîæåì ñîçäàâàòü î÷åðåäè, ïðîñòî íàïèñàâ queue a, b;/
Äëÿ î÷åðåäè ñóùåñòâóåò äâå îïåðàöèè: èçâëå÷ü ýëåìåíò èç ãîëîâû (head) î÷åðåäè

(deq) è äîáàâèòü ýëåìåíò â õâîñò (tail) î÷åðåäè (enq).

void enq(queue *q, int x)

{

q->val[(q->qt++)%MAXN] = x;

}

int deq(queue *q)

{

return q->val[(q->qh++)%MAXN];

}

Êàê è â ïðîøëûé ðàç, íåîáõîäèìî ïåðåäàâàòü â ôóíêöèè óêàçàòåëü, ò.å. èõ âûçîâ
äîëæåí âûãëÿäåòü êàê: enq(&a, x); x = deq(&a); ãäå x � ÷èñëî, à a � î÷åðåäü. Òàê
æå, êàê è â ñëó÷àå ñî ñòåêîì, ìû äîëæíû ïðåäâàðèòåëüíî èíèöèàëèçèðîâàòü îáà óêà-
çàòåëÿ î÷åðåäè íóëÿìè: a.qt = 0; a.qh = 0;

Ïðèçíàêîì òîãî, ÷òî î÷åðåäü ïóñòà èëè ïåðåïîëíèëàñü, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâåíñòâî
ïîëåé qt è qh. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â î÷åðåäè îïðåäåëÿåòñÿ òàê: qlen = (qt-qh)%MAXN.

Î÷åðåäè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå áóôåðîâ è âî ìíîãèõ óñòðîéñòâàõ ðåàëèçî-
âàíû àïïàðàòíî.

4 Деки

Äåêîì (deque) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà, â êîòîðîé äîáàâëåíèå è èçâëå÷åíèå ýëåìåíòîâ
âîçìîæíî ñ äâóõ ñòîðîí. Ò.å. ýòî íåêîòîðàÿ ñìåñü ñòåêà è î÷åðåäè.

Äëÿ äåêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü àáñîëþòíî òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî äëÿ î÷åðåäè, íî
ôóíêöèé áóäåò óæå 4 (äîáàâëåíèå è èçâëå÷åíèå â íà÷àëî è â êîíåö). Äëÿ òàêîé ñòðóê-
òóðû äàííûõ ìû ïðèâåäåì ïðîñòî èñõîäíûé òåêñò, âñå äåëàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî
ñòåêàì è î÷åðåäÿì.

typedef struct

{

int dh, dt;

int val[MAXN];

} deque;

void push_front(deque *d, int x)

{

if (d->dh < 1) d->dh += MAXN;

d->val[(--d->dh)%MAXN] = x;
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}

void push_back(deque *d, int x)

{

d->val[(d->dt++)%MAXN] = x;

}

int pop_front(deque *d)

{

return d->val[(d->dh++)%MAXN];

}

int pop_back(deque *d)

{

if (d->dt < 1) d->dt += MAXN;

return d->val[(--d->dt)%MAXN];

}

Åäèíñòâåííîå óñëîæíåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû äîáàâèëè ïðîâåðêó íà òî, ÷òîáû
óêàçàòåëè íå ñòàíîâèëèñü îòðèöàòåëüíûìè. Òîãäà îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â
äåêå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: dlen = a.dt>a.dh?(a.dt-a.dh)%MAXN:MAXN-(a.dh-a.dt)%MAXN;

÷òî ýêâèâàëåííî çàïèñè:

if (a.dt > a.dh) dlen = (a.dt-a.dh)%MAXN;

else dlen = MAXN - (a.dh-a.dt)%MAXN;

Çäåñü a � äåê. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì äåêà ñëåäóåò óñòàíîâèòü â íîëü
ïîëÿ dh è dt.

5 Кучи

Ðèñ. 1: Ïðèìåð êó÷è

Êó÷à (ïî-àíãëèéñêè heap) � ñòðóêòóðà äàííûõ, êîòîðàÿ
ìîæåò âûäàâàòü ìèíèìàëüíûé (èëè ìàêñèìàëüíûé) ýëåìåíò
çà 𝑂(1), äîáàâëåíèå íîâîãî ýëåìåíòà è óäàëåíèå ìèíèìàëü-
íîãî ýëåìåíòà ïðîèñõîäèò çà 𝑂(log𝑁) (ãäå 𝑁 � êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â êó÷å). Äðóãèå îïåðàöèè íàä êó÷åé íå îïðåäåëåíû
(õîòÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîãóò áûòü ââåäåíû, îäíàêî ýôôåê-
òèâíîñòü èõ áóäåò íåâûñîêîé, è îíè îáÿçàíû ïîääåðæèâàòü
ñâîéñòâà êó÷è).

Äðóãîå íàçâàíèå êó÷è � î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè, ÷òî è
îòðàæàåò åå ñóùíîñòü.

Ñðàçó ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ðåàëèçàöèè êó÷è íà îäíîìåðíîì ìàññèâå. Íàçîâåì
ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè 𝑖× 2 + 1 è 𝑖× 2 + 2 ïîòîìêàìè ýëåìåíòà ñ èíäåêñîì 𝑖. Ýëåìåíò
𝑖 áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðåäêîì ýòèõ ýëåìåíòîâ. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîòîìêè äâóõ
ðàçíûõ ýëåìåíòîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ, è êàæäûé ýëåìåíò, êðîìå íóëåâîãî, ÿâëÿåòñÿ ÷üèì-
ëèáî ïîòîìêîì. Îñíîâíîå ñâîéñòâî êó÷è: êàæäûé ýëåìåíò íå áîëüøå ñâîèõ ïîòîìêîâ.

Íàïðèìåð, ìàññèâ 1, 6, 8, 7, 12, 9, 10 ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êó÷åé (íàïîìíèì, ÷òî èíäåê-
ñàöèÿ â ìàññèâå íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ).
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Äëÿ õðàíåíèÿ êó÷è ñîçäàäèì ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ ïðåäûäóùèì:

typedef struct

{

int hs;

int val[MAXN];

} heap;

Îïèøåì òðè ôóíêöèè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàïèøåì ôóíêöèþ, âîçâðàùàþùóþ íàè-
ìåíüøèé ýëåìåíò. Îíà áóäåò î÷åíü ïðîñòàÿ, ò.ê. èç ñâîéñòâà êó÷è ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóì
íàõîäèòñÿ â íóëåâîì ýëåìåíòå:

int get_min(heap *h)

{

return h->val[0];

}

Ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî îáÿçàòåëüíî ïðîâåðèòü, ÷òî êó÷à
íå ïóñòà!

Ñëåäóþùåé îïðåäåëèì ôóíêöèþ äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà â êó÷ó. Íîâûé ýëåìåíò áóäåì
äîáàâëÿòü â êîíåö êó÷è, à çàòåì îáìåíèâàòü åãî ñ ïðåäêîì, ïîêà îí ìåíüøå, ÷åì åãî
ïðåäîê èëè ìû íå äîñòèãëè íóëåâîãî èíäåêñà. Ïðè ýòîì ñâîéñòâî êó÷è íå íàðóøèòñÿ.

Ðèñ. 2: Äîáàâëåíèå â êó÷ó (ñðàâíèâûåìûå ýëåìåíòû âûäåëåíû)

void add_heap(heap *h, int x)

{

int y, pos=h->hs, npos;

h->val[h->hs++] = x;

npos=(pos-1)/2;

while (pos && h->val[pos] < h->val[npos]) {

y=h->val[pos];

h->val[pos]=h->val[npos];

h->val[npos] = y;

pos=npos;

npos=(pos-1)/2;

}

}

Êàê óæå íàïèñàíî âûøå, ñëîæíîñòü äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà â êó÷ó ñîñòàâëÿåò𝑂(log𝑁)�
êàæäûé ðàç èíäåêñ òåêóùåãî ýëåìåíòà óìåíüøàåòñÿ âäâîå.
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Êðîìå òîãî, ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à óäàëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Ìû áóäåì ðå-
àëèçîâûâàòü ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàïèøåì íà ìåñòî íóëåâîãî ýëåìåíòà ïîñëåäíèé,
óìåíüøèì ðàçìåð êó÷è íà 1 è ïðîñååì íóëåâîé ýëåìåíò ïî êó÷å òàê, ÷òîáû ñîõðàíèëîñü
ñâîéñòâî êó÷è. Áóäåì ðåàëèçîâûâàòü ïðîñåèâàíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ýëåìåíò
áîëüøå, ÷åì ìåíüøèé èç ñâîèõ ïîòîìêîâ, òî ìåíÿåì èõ ìåñòàìè è ïðîäîëæàåì ïðî-
öåññ, ïîêà âûïîëíåíî óñëîâèå èëè ìû íå âûøëè çà ïðåäåëû êó÷è. Â ðåàëèçàöèè ýòîãî
àëãîðèòìà ïðèìåíåíà îäíà õèòðîñòü, êîòîðàÿ áóäåò ïîÿñíåíà íèæå.

void del_heap(heap *h)

{

int minp, pos=0, y;

h->val[0]=h->val[--h->hs];

while (pos*2+1 < h->hs) {

y=pos*2+1;

minp=h->val[y]<h->val[y+1]?y:y+1;

if (h->val[pos]>h->val[minp]) {

y=h->val[pos];

h->val[pos]=h->val[minp];

h->val[minp]=y;

pos=minp;

} else break;

}

}

Íà ïåðâûé âçãëÿä, åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, ãäå òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíà îøèáêà, êîãäà ó
íàñ èìååòñÿ âñåãî îäèí ïîòîìîê (ò.å. pos*2+2 == h->hs). Òàêîé âàðèàíò âîçìîæåí, åñëè
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êó÷å ÷åòíî.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû âûáèðàåì ìèíèìóì èç ïåðâîãî ïîòîìêà è ïåðâîãî ýëåìåíòà âíå
êó÷è, ÷òî, êàçàëîñü áû, ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé îøèáêîé. Íî ìû çíàåì, ÷òî ïðîñåèâàåìîå ÷èñëî
è ïåðâîå ÷èñëî âíå êó÷è, ðàâíû. Ýòî ãàðàíòèðóåò íàì, ÷òî îáìåíà ñ ýëåìåíòîì âíå êó÷è
íå ïðîèçîéäåò, à åñëè íåîáõîäèì îáìåí ñ åäèíñòâåííûì ïîòîìêîì, òî îí áóäåò âûïîëíåí
êîððåêòíî.

6 Динамически расширяемые массивы

Äî ñèõ ïîð ìû èñïîëüçîâàëè ñòàòè÷åñêèå ìàññèâû, èõ ðàçìåð áûë îïðåäåëåí çàðàíåå
è íå ìîã èçìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå ðàáîòû ïðîãðàììû. Ýòî îáû÷íûé è ïðàâèëüíûé ìåòîä,
îòõîäèòü îò êîòîðîãî ñòîèò òîëüêî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ. Íàïðèìåð, êîãäà ìû èìååì
ìíîãî ìàññèâîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíîé äëèíû, è èçâåñòíî òîëüêî îãðàíè-
÷åíèå íà ñóììó èõ äëèí èëè äëèííàÿ àðèôìåòèêà (â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî õðàíèòü
öèôðû â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïðèæàòûìè ê ëåâîìó êðàþ, à íå â ïðÿìîì ïîðÿäêå, êàê îá
ýòîì ãîâîðèëîñü â ïåðâîé ëåêöèè).

Âíà÷àëå ìû âûäåëÿåì êàêîå-òî êîëè÷åñòâî ïàìÿòè ïîä ìàññèâ, à çàòåì, ïî ìåðå íåîá-
õîäèìîñòè, ðàñøèðÿåì ìàññèâ. Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ íàèâíûì ìåòîäîì, ò.å. óâåëè÷èâàòü
ìàññèâ íà 1 ýëåìåíò êàæäûé ðàç, êîãäà ìû âûøëè çà òåêóùèé ðàçìåð, òî ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòü áóäåò î÷åíü ìàëà. Îïåðàöèÿ ðàñøèðåíèÿ ìàññèâà òðåáóåò íåêîòîðûõ íàêëàä-
íûõ ðàñõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàáîòîé ÎÑ ïî ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ïàìÿòè, à â íåóäà÷íîì
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ñëó÷àå òðåáóåòñÿ åùå è êîïèðîâàíèå âñåãî ñîäåðæèìîãî ìàññèâà â íîâóþ îáëàñòü ïàìÿ-
òè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìàññèâ â ÿçûêå Ñè îáÿçàí áûòü íåïðåðûâíûì, à ðàñøèðèòü
åãî íà ñóùåñòâóþùåé ïàìÿòè íå âñåãäà âîçìîæíî.

Ìû áóäåì ðåàëèçîâûâàòü êîìïðîìèññíûé ïî âðåìåíè è òðåáóåìîé ïàìÿòè âàðèàíò,
îí áóäåò âûïîëíÿòü log𝑁 âûäåëåíèé ïàìÿòè (ãäå 𝑁 � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìàññèâå),
à íåèñïîëüçîâàííîé îñòàíåòñÿ íå áîëüøå ïîëîâèíû ïàìÿòè, âûäåëåííîé ïîä ìàññèâ.

Âíà÷àëå ìû ñîçäàäèì ìàññèâ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ðàçìåðà, à êîãäà êîëè÷åñòâî
èñïîëüçîâàííûõ ýëåìåíòîâ áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê òåêóùåìó ðàçìåðó � áóäåì óâåëè÷è-
âàòü ðàçìåð ìàññèâà âäâîå. Ýòî è äàñò íàì òðåáóåìóþ ñëîæíîñòü â log𝑁 âûäåëåíèé
ïàìÿòè, à ïîëîâèíà íåèñïîëüçîâàííîé ïàìÿòè âîçíèêíåò â ñëó÷àå, åñëè ìû ïðåêðàòèëè
äîáàâëåíèå ýëåìåíòîâ ñðàçó ïîñëå î÷åðåäíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàññèâà.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé âûäåëåíèÿ ïàìÿòè â ÿçûêåСи ìû äîëæíû ïîäêëþ÷èòü
áèáëèîòåêó stdlib.h.

Äîïóñòèì, ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à ñ÷èòàòü íåèçâåñòíîå çàðàíåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë äî
êîíöà ôàéëà. Ýòî ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ôðàãìåíòà ïðîãðàììû:

int now=0, size=2, i, *a;

a=(int*)malloc(sizeof(int)*size);

while (scanf("%d", &a[now++]) == 1)

if (now >= size-1) {

size*=2;

a=(int*)realloc(a, sizeof(int)*size);

}

Â êîíöå ïðîãðàììû (èëè êîãäà ìàññèâ ïåðåñòàë áûòü íàì íóæíûì), íåîáõîäèìî
îñâîáîäèòü âûäåëåííóþ ïàìÿòü. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè free(a);

Â îáùåì ñëó÷àå, äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìûå ìàññèâû ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî íåïëîõèì
ñðåäñòâîì õðàíåíèÿ íåèçâåñòíîãî çàðàíåå êîëè÷åñòâà äàííûõ ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëü-
øèìè íàêëàäíûìè ðàñõîäàìè. Â äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìûõ ìàññèâàõ ìîæíî äåëàòü
âñå òî æå ñàìîå, ÷òî è â îáû÷íûõ ìàññèâàõ, ýòî äåëàåò èõ âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíûìè.

Êðîìå òîãî, ïî íåîáõîäèìîñòè, ðàçìåð ìàññèâà ìîæíî óìåíüøàòü òîé æå ñàìîé
ôóíêöèåé realloc; ìîæíî óìåíüøàòü ðàçìåð ìàññèâà âäâîå, åñëè èç íåãî ïðîèñõîäèò
óäàëåíèå (ëîãè÷íî äåëàòü ýòî â ñëó÷àå, åñëè now*2 < size). Îäíàêî, ÷òîáû èçáåæàòü
ñëèøêîì ÷àñòîãî èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ìàññèâà, êîãäà îí ïî÷òè çàïîëíåí, ìîæíî ïîñòà-
âèòü óñëîâèå íà óìåíüøåíèå now*4 < size, íî ðàçìåð ìàññèâà ïî-ïðåæíåìó óìåíüøàòü
âäâîå.

7 Списки

Ðàññìîòðèì åùå îäíó äèíàìè÷åñêóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, íàçûâàåìóþ ñâÿçíûì ñïèñ-
êîì. Êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðó, îäíî ïîëå êîòîðîé ñîäåð-
æèò èíôîðìàöèþ (êëþ÷), à äðóãîå � ññûëêó íà ñëåäóþùèé ýëåìåíò. Ñóùåñòâóþò òàêæå
äâóñâÿçíûå ñïèñêè, â êîòîðûõ õðàíèòñÿ ññûëêà íå òîëüêî íà ñëåäóþùèé ýëåìåíò, íî
è íà ïðåäûäóùèé. Íà÷èíàåòñÿ ñïèñîê ñ óêàçàòåëÿ íà ýëåìåíò ñïèñêà. Â öåëîì åãî âèä
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îäèí ýëåìåíò ñïèñêà áóäåì îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:
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head

key1

next

key2

next

key3

null

Ðèñ. 3: Îáùèé âèä ñïèñêà

typedef struct

{

int key;

struct _list *next;

} list;

×òîáû ðàáîòàòü ñî ñïèñêîì, íåîáõîäèìû óêàçàòåëè íà ýëåìåíò, êîòîðûå çàâîäÿòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: list *head=NULL, *temp; Äîâîëüíî íåîáû÷íî ïðîèñõîäèò îïåðà-
öèÿ äîáàâëåíèÿ â ñïèñîê: ÷òîáû äîáèòüñÿ ñëîæíîñòè 𝑂(1), äîáàâëåíèå ïðîèñõîäèò â
íà÷àëî ñïèñêà. Ýòî ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì ôðàãìåíòîì êîäà:

temp = (list*)malloc(sizeof(list));

temp->key = newkey;

temp->next = head;

head = temp;

Ïåðâàÿ ñòðîêà âûäåëÿåò ïàìÿòü ïîä íîâûé ýëåìåíò, âòîðàÿ çàïèñûâàåò íîâîå çíà-
÷åíèå êëþ÷à, îñòàëüíûå ïîÿñíèì ðèñóíêîì.

head

key1

next

key2

next

key3

null

newkey

next

1
2

Ðèñ. 4: Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â íà÷àëî ñïèñêà

Àíàëîãè÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ âñòàâêà ïîñëå ýëåìåíòà, íà êîòîðûé èìååòñÿ ññûëêà,
äîñòàòî÷íî çàìåíèòü head â íàøåì êîäå íà åãî ïîëå next.

Ïîèñê ýëåìåíòà ïî êëþ÷ó îñóùåñòâëÿåòñÿ çà 𝑂(𝑁) � íàì íåîáõîäèìî ïðîéòè âåñü
ñïèñîê. Íàïèøåì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò óêàçàòåëü íà ýëåìåíò ïî åãî çíà÷åíèþ
êëþ÷à èëè NULL, åñëè ýëåìåíòà ñ òàêèì êëþ÷îì íå ñóùåñòâóåò.

list* find(list* head, int key)

{

list *now=head;

while (now != NULL) {
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if (key == now->key) break;

now = now->next;

}

return now;

}

Îäíàêî, óäàëåíèå ýëåìåíòà íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü òîëüêî çíàÿ ññûëêó íà íåãî
(ò.ê. íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñïèñîê îñòàëñÿ ñâÿçíûì, à óäàëåíèå ýëåìåíòà ñîçäàñò â íåì
¾äûðêó¿). Íàïèøåì îòäåëüíóþ ôóíêöèþ óäàëåíèÿ ýëåìåíòà ñ çàäàííûì êëþ÷îì è
âîçâðùóþùóþ ññûëêó íà íîâûé ñïèñîê (áåç ýòîãî ýëåìåíòà).

list* del(list *head, int key)

{

list *now=head, *prev;

if (key == head->key) {

head = head->next;

free(now);

} else {

prev = now;

now = now->next;

if (key == now->key) {

prev->next = now->next;

free(now);

}

}

return head;

}

Çäåñü ìû îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà íåîáõîäèìî óäàëèòü ïåðâûé ýëå-
ìåíò ñïèñêà, ò.ê. îí íå èìååò ïðåäûäóùåãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû äåëàåì óäàëåíèå
ñîãëàñíî ðèñóíêó:

head

key1

next

key2

next

key3

null

prev now

1

2
null

Ðèñ. 5: Óäàëåíèå ýëåìåíòà èç ñïèñêà

Íàä ñïèñêîì ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé (íàïðèìåð, îáúåäè-
íåíèå äâóõ ñïèñêîâ, óäàëåíèå ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèõ êàêèì-ëèáî ïðèçíàêîì è ò.ä.), íî
îíè âñå áàçèðóþòñÿ íà èçëîæåííûõ âûøå èäåÿõ.
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8 Сравнение динамических структур

Ìû èçó÷èëè äâå ñòðóêòóðû â äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè: äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìûé
ìàññèâ (âîîáùå ãîâîðÿ, ìàññèâ èçìåíÿåìîãî ðàçìåðà, ò.ê. îí ìîæåò è óìåíüøàòüñÿ) è
ñïèñêè. Âî-ïåðâûõ, îöåíèì òðåáîâàíèÿ ê ïàìÿòè. Äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìûé ìàññèâ
ìîæåò èìåòü òàêîå æå êîëè÷åñòâî ïóñòûõ ýëåìåíòîâ, êàê è íåïóñòûõ, ò.å. åãî òðåáî-
âàíèå ê ïàìÿòè, â õóäøåì ñëó÷àå, çàïèñûâàåòñÿ êàê 2*N*sizeof(key), äëÿ ñïèñêà ýòî
òðåáîâàíèå çàïèñûâàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå êàê N*(sizeof(key)+sizeof(*key)). Çäåñü
N � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ñòðóêòóðå, sizeof(key) � ðàçìåð êëþ÷à, sizeof(*key) �
ðàçìåð óêàçàòåëÿ (îáû÷íî 4 áàéòà). Òàê äëÿ êëþ÷à òèïà int (4 áàéòà) õóäøèé ñëó÷àé
äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìîãî ìàññèâà ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ñëó÷àåì ñïèñêà.

Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïî âðåìåíè ðàáîòû èçìåðÿëàñü â òèêàõ (GetTickCount) íà 107

ýëåìåíòàõ:

Создание Поиск Удаление Доступ

Массив 422 31 78 0
Список 4688 63 63 63

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñòðóêòóðû çàïîëíÿëèñü ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷èñëàìè îò 0 äî 107 −
1, ïîèñê, óäàëåíèå è äîñòóï ïî èíäåêñó îñóùåñòâëÿëèñü ê ýëåìåíòó ñ íîìåðîì 107/2.
Äëÿ çàïîëíåíèÿ, ïîèñêà è óäàëåíèÿ ýëåìåíòà â ñïèñêå èñïîëüçîâàëèñü ïðèâåäåííûå
âûøå ôóíêöèè, ïðè óäàëåíèè ýëåìåíòà â ñåðåäèíå ìàññèâà îñóùåñòâëÿëñÿ ñäâèã êîíöà
ìàññèâà (¾äûðêà¿ íå îáðàçîâûâàëàñü).

Îñòàâèì çíà÷åíèÿ â òàáëèöå áåç êîììåíòàðèåâ, è â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñïèñêè â çàäà÷àõ, ãäå êðèòè÷íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü (áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â
ñïèñêàõ) òîëüêî â ñëó÷àå êðàéíåé íåîáõîäèìîñòè. Êðàéíÿÿ íåîáõîäèìîñòü âîçíèêàåò,
êîãäà ïðîèñõîäèò ìíîãî âñòàâîê (èëè óäàëåíèé) â ñðåäèíó è, îñîáåííî, åñëè ïîçèöèÿ
äëÿ âñòàâêè (óäàëåíèÿ) íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ.

9 Хеш-таблицы

Äîïóñòèì, ïåðåä íàìè ñòîèò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íàì äàåòñÿ ìíîæåñòâî êëþ÷åé (óíè-
êàëüíûõ çíà÷åíèé) è òðåáóåòñÿ óìåòü áûñòðî ïðîâåðÿòü, âõîäèò ëè êëþ÷ â íàøå ìíî-
æåñòâî. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî êëþ÷åé ìîæåò èçìåíÿòüñÿ, ò.å. êëþ÷è ìîãóò äîáàâëÿòüñÿ
è èñêëþ÷àòüñÿ èç ìíîæåñòâà.

Ñåé÷àñ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå íà ÷èñëîâûõ ïðèìåðàõ. Äîïóñòèì, íàì äàí
íàáîð öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 10000, à çàòåì èäåò ñåðèÿ çàïðîñîâ âèäà ¾åñòü ëè ÷èñëî
𝑋 â ìíîæåñòâå?¿. Ìû ìîæåì ñîçäàòü áóëåâñêèé ìàññèâ, â êîòîðîì áóäåì ïîìå÷àòü,
âñòðå÷àëîñü äàííîå ÷èñëî èëè íåò. Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü îäíîãî çàïðîñà áóäåò 𝑂(1).

Åñëè æå ÷èñåë áîëüøå, òî ìû ìîæåì ïîïðîáîâàòü èñïîëüçîâàòü äëÿ õðàíåíèÿ ïðè-
çíàêà íàëè÷èÿ ÷èñëà âî ìíîæåñòâå íå 1 áàéò, à 1 áèò, ïîëüçóÿñü áèòîâûìè ôóíêöèÿìè.
Ýòî äàñò íàì âîçìîæíîñòü óâåëè÷èòü ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ÷èñëà â 8 ðàç. Íî è ýòîãî
ìîæåò íå õâàòèòü. Íàïðèìåð, åñëè ÷èñëà èçìåíÿþòñÿ îò 0 äî 231, òî òàêóþ òàáëèöó
íåâîçìîæíî ðàçìåñòèòü â ïàìÿòè, êîòîðàÿ äàåòñÿ íàøåìó ðåøåíèþ.

Ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Íàïðèìåð, ïóñòü ìàêñè-
ìàëüíûé ðàçìåð ìíîæåñòâà ðàâåí 1000, à êàæäûé ýëåìåíò ìîæåò áûòü â ïðåäåëàõ îò 0
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äî 231. Åñëè ìû áóäåì ñîçäàâàòü òàáëèöó ðàçìåðîì 231 ýëåìåíòîâ, òî áóäåò èñïîëüçîâàíà
ìåíüøå åå îäíîé ìèëëèîííîé ÷àñòè.

Áóäåì ðåøàòü òàêîé êëàññ çàäà÷ (êîãäà êîëè÷åñòâî ÷èñåë íàìíîãî ìåíüøå ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ) ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ õåø-òàáëèö.

Ââåäåì ïîíÿòèå õåø-ôóíêöèè, êàê ôóíêöèè, îòîáðàæàþùåé ìíîæåñòâî êëþ÷åé (â
íàøåì ñëó÷àå ÷èñåë îò 0 äî 231) â ìåíüøåå ìíîæåñòâî êëþ÷åé (ñîèçìåðèìîå ñ ìàê-
ñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ � â íàøåì ñëó÷àå ñ 1000). Õåø-ôóíêöèÿ äîëæíà
îáëàäàòü äâóìÿ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè: áûòü áûñòðîé è ðàâíîìåðíî ãåíåðèðîâàòü êëþ-
÷è (ò.å. ÷òîáû îäíîìó è òîìó æå êëþ÷ó â ìàëîì ìíîæåñòâå ñîîòâåòñòâîâàëî ïðèìåðíî
ðàâíîå êîëè÷åñòâî êëþ÷åé â áîëüøîì ìíîæåñòâå). Èíîãäà îò õåø-ôóíêöèè òðåáóþò
íåóñòîé÷èâîñòè (ò.å. ÷òîáû ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ êëþ÷åé áîëüøîãî ìíîæåñòâà îíà
ãåíåðèðîâàëà ñèëüíî îòëè÷àþùèåñÿ êëþ÷è ìàëîãî ìíîæåñòâà).

Ðàçìåð òàáëèöû (âîîáùå ãîâîðÿ, îäíîìåðíîãî ìàññèâà) äëÿ ýôôåêòèâíîé ðàáîòû
äîëæåí áûòü áîëüøå, ÷åì óäâîåííîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìàëîãî ìíîæåñòâà. Îáîçíà-
÷èì ðàçìåð òàáëèöû çà 𝑁 .

Áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå õåø-ôóíêöèè îïåðàöèþ âçÿòèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ
÷èñëà áîëüøîãî ìíîæåñòâà íà N (X % N). Ýòî äîñòàòî÷íî õîðîøàÿ ôóíêöèÿ: ñ÷èòàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî áûñòðî è ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî. Èòàê, ìû ñ÷èòàåì îñòàòîê îò äåëåíèÿ
íàøåãî ÷èñëà X íà N è çàïèñûâàåì X â ÿ÷åéêó ñ èíäåêñîì X % N. Çàòåì, ïðè ïðîâåð-
êå ÷èñëà Y, ìû ïðîñòî ñìîòðèì íà ÿ÷åéêó Y % N è, åñëè ÷èñëî Y íàõîäèòñÿ òàì, òî
âîçâðàùàåì ïðèçíàê íàëè÷èÿ. Ñëîæíîñòü îïÿòü ïîëó÷àåòñÿ 𝑂(1).

Îäíàêî âîçíèêàåò ïðîáëåìà � íåñêîëüêî ÷èñåë ìîãóò èìåòü îäèíàêîâûé îñòàòîê
îò äåëåíèÿ íà 𝑁 . Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ¾êîëëèçèåé¿. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïî-
ñîáîâ ðàçðåøåíèÿ êîëëèçèé, ìû ðàññìîòðèì ñïîñîá ñî ñïèñêàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó çíà÷åíèþ îñòàòêà (îäíîé ÿ÷åéêå õåø-òàáëèöû).
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Ðèñ. 6: Ïðèìåð õåø-òàáëèöû

Äîïóñòèì, ðàçìåð íàøåé õåø-òàáëèöû ðàâåí 8 è â
íåå áûëè âíåñåíû ýëåìåíòû 6, 19, 27, 11, 16, 22. Òîãäà
îíà áóäåò âûãëÿäåòü êàê íà ðèñóíêå.

Èñïîëüçîâàíèå ñïèñêîâ â äàííîì ñëó÷àå óìåñò-
íî, ò.ê. êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êàæäîì ñïèñêå áóäåò
íåáîëüøèì. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äèíàìè÷åñêè ðàñ-
øèðÿåìûå ìàññèâû, åñëè çíà÷åíèé â õåø-òàáëèöå äî-
ñòàòî÷íî ìíîãî. Òåïåðü äëÿ äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà íàì
íàäî ïîäñ÷èòàòü åãî õåø-ôóíêöèþ è ïîìåñòèòü â ñî-
îòâåòñòâóþùèé ýòîìó çíà÷åíèþ ñïèñîê. Äëÿ ïðîâåðêè
ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ìíîæåñòâó íàì òàêæå íàäî
ïîñ÷èòàòü åãî õåø-ôóíêöèþ è ïîïûòàòüñÿ íàéòè åãî â
íàøåì ñïèñêå.

Â ñðåäíåì òàêàÿ õåø-òàáëèöà áóäåò ðàáîòàòü çà
𝑂(1), ò.ê. êîëëèçèè áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ðåäêî. Åå ìîæíî ¾çàâàëèòü¿ ïî âðåìåíè òîëüêî
â ñëó÷àå, åñëè òî÷íî çíàòü ðàçìåð òàáëèöû, à ïðè èñïîëüçîâàíèè íàáîðà òåñòîâ äëÿ
ïðîâåðêè çàäà÷è ýòî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ñëåäóåò âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûé ðàçìåð,
áîëüøèé 2 × 𝑁 , ãäå 𝑁 � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, îäíîâðåìåííî íàõîäÿ-
ùèõñÿ â õåø-òàáëèöå.

Ôóíêöèè ðàáîòû ñ õåø-òàáëèöåé ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàê:

typedef struct {
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struct -node *next;

int data;

} node;

node **hashTable;

int hashTableSize;

int hash(int data) {

return (data % hashTableSize);

}

node *insertnode(int data) {

node *p, *p0;

int bucket;

bucket = hash(data);

p = (node*) malloc(sizeof(node));

p0 = hashTable[bucket];

hashTable[bucket] = p;

p->next = p0;

p->data = data;

return p;

}

void deletenode(int data) {

node *p0, *p;

int bucket;

p0 = 0;

bucket = hash(data);

p = hashTable[bucket];

while (p && (p->data != data)) {

p0 = p;

p = p->next;

}

if (!p) return;

if (p0) p0->next = p->next;

else hashTable[bucket] = p->next;

free (p);

}

node *findnode (int data) {

node *p;

p = hashTable[hash(data)];

while (p && (p->data != data)) p = p->next;

return p;

}

Ïåðåä ðàáîòîé íåîáõîäèìî ñîçäàòü õåø-òàáëèöó â äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè è óñòàíî-

14



âèòü åå ðàçìåð. Íàïðèìåð:

hashTableSize = 20001;

hashTable = (node**) malloc(hashTableSize*sizeof(node*));

Êðîìå òîãî, õåø-ôóíêöèè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ, íàïðèìåð ïðè
ñðàâíåíèè ñëîæíûõ îáúåêòîâ. Ìû çàðàíåå ñ÷èòàåì õåø-ôóíêöèþ îò êàæäîãî îáúåêòà, à
çàòåì, ïðè ñðàâíåíèè, â ïåðâóþ î÷åðåäü ñðàâíèâàåì çíà÷åíèÿ õåø-ôóíêöèÿ è ïðîâîäèì
ñðàâíåíèå äëÿ îáúåêòîâ ïîëíîñòüþ òîëüêî â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ õåøåé.

Íàïðèìåð, ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïîäñ÷èòàòü õåø-ôóíêöèþ îò ñòðîêè � ñëîæèòü êîäû
âñåõ ñèìâîëîâ, âõîäÿùèõ â ñòðîêó. Òàêàÿ õåø-ôóíêöèÿ áóäåò ãåíåðèðîâàòü îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ äëÿ ñòðîê, êîòîðûå ñîäåðæàò îäèíàêîâûå áóêâû, íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìåòîäû ïîäñ÷åòà õåø-ôóíêöèè îò ñòðîêè, íàïðèìåð ïîäñ÷åò
ïîëèíîìà ïî êàêîìó-ëèáî ìîäóëþ.

Õåø-ôóíêöèÿ îò ñòðîêè îáû÷íî äîëæíà õîðîøî ïåðåñ÷èòûâàòüñÿ ïðè óäàëåíèè ïåð-
âîãî ñèìâîëà ñòðîêè è äîáàâëåíèè íîâîãî ñèìâîëà � ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òàêîå
õåøèðîâàíèå ïðè ïîèñêå ïîäñòðîêè â ñòðîêå (ìåòîä Ðàáèíà-Êàðïà).

Â ïðèíöèïå, õåø-ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ââåäåíà äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ.

10 Механизм запуска функций и рекурсия

Ðàññìîòðèì ìåõàíèçì çàïóñêà ôóíêöèè â ïðîãðàììå.
Ïðè âûçîâå ôóíêöèè íåîáõîäèìî:

∙ ñîõðàíèòü òåêóùèå çíà÷åíèÿ ðåãèñòðîâ ïðîöåññîðà

∙ çàïîìíèòü ¾òî÷êó âîçâðàòà¿, ò.å. òî ìåñòî, êóäà ìû äîëæíû âåðíóòüñÿ ïîñëå âû-
ïîëíåíèÿ ôóíêöèè (âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî òîæå ñïåöèàëüíûå ðåãèñòðû ïðîöåññîðà)

∙ ïåðåäàòü ïàðàìåòðû â ôóíêöèþ

∙ âûäåëèòü ìåñòî ïîä ëîêàëüíûå ïåðåìåííûå. Ñàì êîä ôóíêöèè õðàíèòñÿ îòäåëüíî
â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè

Âñå ýòè äàííûå ïîìåùàþòñÿ â ñòåê. Òàêèì îáðàçîì, îí èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü
Локальные переменные функции

Параметры функции

Значения регистров процессора и адрес точки возврата

Данные, которые были в стеке до вызова функции

Êàê âèäíî, äëÿ âûçîâà ôóíêöèè òðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ,
ïîýòîìó êîðîòêèå ôóíêöèè ñëåäóåò îôîðìëÿòü â âèäå ìàêðîñîâ èëè äåëàòü èõ inline
(âñòðàèâàåìûìè), ÷òî ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, òåì æå ìàêðîñîì â ¾îñîâðåìåíåííîì¿ âèäå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåêóðñèâíûì âûçîâàì ôóíêöèè. Óñëîâèìñÿ ðàçäåëÿòü ¾ôóíê-
öèþ¿ (ìàøèííûé êîä êîìàíä ôóíêöèè) è ¾ýêçåìïëÿð ôóíêöèè¿ (ñîâîêóïíîñòü ñîäåð-
æèìîãî îáëàñòè ñòåêà äëÿ ýòîé ôóíêöèè âìåñòå ñ ìàøèííûì êîäîì).

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ (ñëåâà çàäàíû
íîìåðà ñòðîê):
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1 void rec(int n) {

2 if (n > 0)

3 геc(п-1);

4 printf("%d ", n);

5 }

6

7 int main(void) {

8 rec (2) ;

9 return 0;

10 }

Ïåðâûé âûçîâ ôóíêöèè ïðîèçîéäåò íà ñòðîêå 8. Ñîäåðæèìîå ñòåêà ïðè ýòîì áóäåò
òàêèì (ñîäåðæèìîå àêòèâíîãî ýêçåìïëÿðà âûäåëåíî).

Параметр функции n = 2

Возврат в функцию main после строки 8

Çàòåì ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèé âûçîâ ôóíêöèè èç ýêçåìïëÿðà 1 â ñòðîêå 3. Ñîäåðæè-
ìîå ñòåêà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

Параметр функции n = 1

Возврат в первый экземпляр функции rec после строки 3

Ïàðàìåòð ôóíêöèè n = 2
Âîçâðàò â ôóíêöèþ main ïîñëå ñòðîêè 8

Çàòåì åùå îäèí âûçîâ è ñîçäàíèå íîâîãî ýêçåìïëÿðà:

Параметр функции n = 0

Возврат во второй экземпляр функции rec после строки 3

Ïàðàìåòð ôóíêöèè n = 1
Âîçâðàò â ïåðâûé ýêçåìïëÿð ôóíêöèè rec ïîñëå ñòðîêè 3

Ïàðàìåòð ôóíêöèè n = 2
Âîçâðàò â ôóíêöèþ main ïîñëå ñòðîêè 8

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð ñòàë ðàâåí 0, òî ñëåäóþùåãî âûçîâà íå ïðîèçîéäåò. Áóäåò âû-
âåäåíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà (ò.å. ÷èñëî 0) è ïðîèçîéäåò âûõîä èç ôóíêöèè (ïåðåõîä ê
òî÷êå âîçâðàòà è óäàëåíèå èç ñòåêà âñåõ äàííûõ ýòîãî ýêçåìïëÿðà ôóíêöèè). Ò.å. ñòåê
ñíîâà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Параметр функции n = 1

Возврат в первый экземпляр функции rec после строки 3

Ïàðàìåòð ôóíêöèè n = 2
Âîçâðàò â ôóíêöèþ main ïîñëå ñòðîêè 8
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Ïîñëå òðåòüåé ñòðîêè âòîðîãî ýêçåìïëÿðà ôóíêöèè èäåò òîëüêî âûâîä ïàðàìåòðà
(ò.å. âûâîäèòñÿ ÷èñëî 1). Áîëüøå íèêàêèõ äåéñòâèé â ýòîì ýêçåìïëÿðå íå ïðîèñõîäèò, à
çíà÷èò ïðîèñõîäèò âîçâðàò â ïåðâûé ýêçåìïëÿð ôóíêöèè ïîñëå òðåòüåé ñòðîêè è ñòåê
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Параметр функции n = 2

Возврат в функцию main после строки 8

Ïåðâûé ýêçåìïëÿð ôóíêöèè ïîñëå òðåòüåé ñòðîêè âûâîäèò ñâîé ïàðàìåòð (2) è çà-
êàí÷èâàåò ðàáîòó � ïðîèñõîäèò âîçâðàò â ôóíêöèþ main, êîòîðàÿ òàêæå çàêàí÷èâàåò
ñâîþ ðàáîòó.

Âûâîä ïðîãðàììû áóäåò 0 1 2.
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