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Лекция 1

Арифметика и теория чисел

Версия C от 16.11.2009

1.1 Организация ввода-вывода из файла

Â áîëüøèíñòâå îëèìïèàä ïî èíôîðìàòèêå âõîäíûå äàííûå ââîäÿòñÿ èç òåêñòîâîãî
ôàéëà è âûâîäèòüñÿ äîëæíû òàê æå â ôàéë. Î÷åíü ðåäêî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
ñ÷èòûâàòü äàííûå èç ôàéëà äâàæäû; îðãàíèçàòîðû ñòàðàþòñÿ èçáåãàòü òàêèõ çàäà÷.
Ìû ðàññìîòðèì ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëèò ÷èòàòü è ïèñàòü äàííûå èç ôàéëîâ òàê æå,
êàê ñ êîíñîëè �� ýòî ïîçâîëèò èçáåæàòü ïóòàíèöû è îáëåã÷èòü ïðîöåññ îòëàäêè.

Â ëåêöèÿõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîãðàììû íà ÿçûêå C. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïèøó-
ùèõ íàC, ðåêîìåíäóåì èñïîëüçîâàòü áèáëèîòåêó stdio.h äëÿ ðåàëèçàöèè ââîäà-âûâîäà
âìåñòî iostream è äðóãèõ áèáëèîòåê äëÿ ðàáîòû ñ ïîòîêàìè ââîäà-âûâîäà. Ýòîò âûáîð
ñâÿçàí ñî çíà÷èòåëüíî áîëåå âûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ áèáëèîòåêè stdio.h. Äëÿ
ïîëüçóþùèõñÿ Java ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî èçó÷èòü ôóíêöèè äëÿ ðàáîòû ñ ïî-
òîêàìè ââîäà-âûâîäà, à äëÿ èñïîëüçóþùèõ iostream �� èçó÷èòü ýòó áèáëèîòåêó èëè
ïåðåéòè íà èñïîëüçîâàíèå stdio.

Èòàê, ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îðãàíèçàöèè ââîäà-âûâîäà. Äîïóñòèì, ïåðåä íàìè
ñòîèò çàäà÷à ñëîæèòü äâà öåëûõ ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî ìîäóëþ 10000. Âõîäíûå
äàííûå íàõîäÿòñÿ â ôàéëå input.txt, âûâîä äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ â ôàéë output.txt.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è:

#include <stdio.h>

int main(void)

{

int i, j;

freopen("input.txt", "r", stdin);

freopen("output.txt", "w", stdout);

scanf("%d%d", &i, &j);

printf("%d", i+j);

return 0;

}

Ïåðâàÿ ôóíêöèÿ freopen ïåðåíàïðàâëÿåò ñòàíäàðòíûé ïîòîê ââîäà (stdin) íà ôàéë
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6 ЛЕКЦИЯ 1. АРИФМЕТИКА И ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ

(input.txt) äëÿ ÷òåíèÿ (r. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî â ñëåäóþùåé ñòðîêå ïåðåíàïðàâëÿåò-
ñÿ ñòàíäàðòíûé ïîòîê âûâîäà.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ìåòîäà íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçî-
âàòü fclose äëÿ çàêðûòèÿ ôàéëîâ, ò.ê. ñòàíäàðòíûå ïîòîêè çàêðûâàþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè
â êîíöå ðàáîòû ïðîãðàììû.

Äëÿ îòëàäêè äîñòàòî÷íî çàêîììåíòèðîâàòü ñòðîêè, ïåðåíàïðàâëÿþùèå ââîä-âûâîä
â ôàéë, è òîãäà ïðîãðàììà áóäåò ñ÷èòûâàòü è âûâîäèòü äàííûå íà êîíñîëü. Îáðàòèòå
âíèìàíèå, ÷òî ñëåäóåò íå çàáûâàòü óáðàòü êîììåíòàðèé ïåðåä îòïðàâêîé ðåøåíèÿ íà
ïðîâåðêó.

1.2 Интуитивное понятие сложности алгоритма

Îöåíêîé ýôôåêòèâíîñòè ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ ïðèíÿòî ñ÷èòàòü âðåìÿ ðàáîòû ïðî-
ãðàììû è êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè. Ñòàíäàðòíûå ñîîáùåíèÿ òåñòèðóþùåé ñè-
ñòåìû î ïðåâûøåíèè ìàêñèìàëüíûõ ëèìèòîâ îáû÷íî íîñÿò âèä TL (Time Limit exceed,
ïðåâûøåí ëèìèò ïî âðåìåíè) èML (Memory Limit exceed, ïðåâûøåí ëèìèò ïî ïàìÿòè).

Ýôôåêòèâíîñòü ïðîãðàììû îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç ñî÷åòàíèÿ âðåìåíè ðà-
áîòû ïðîãðàììû è èñïîëüçóåìîãî îáúåìà ïàìÿòè, ïðè÷åì âàæíîñòü êàæäîãî èç êîìïî-
íåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è. Â ñëó÷àå æå îëèìïèàäíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü åùå îäèí ðåøàþùèé êîìïîíåíò îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè �
âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà íàïèñàíèå ïðîãðàììû. Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì
ðåøåíèåì îëèìïèàäíîé çàäà÷è ïî èíôîðìàòèêå ìîæíî ñ÷èòàòü ðåøåíèå, óêëàäûâàþ-
ùååñÿ â TL è ML, è íàïèñàííîå çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèÿ êîëè÷åñòâà
èòåðàöèé öèêëà (ò.å. ñêîëüêî ðàç áûëè âûïîëíåíû äåéñòâèÿ) íà âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êî-
ìàíä â öèêëå. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâíî áóäåì íàçûâàòü ¾êîíñòàíòîé¿ (íå çàâèñÿùåé
îò âõîäíûõ äàííûõ), à êîëè÷åñòâî èòåðàöèé � ¾ñëîæíîñòüþ¿ àëãîðèòìà. Äîïóñòèì,
àëãîðèòì ëèíåéíûé, ò.å., íàïðèìåð, íà âõîä äàåòñÿ 𝑁 ÷èñåë, è ñëåäóåò ïîäñ÷èòàòü èõ
ñóììó. Òîãäà ñëîæíîñòü àëãîðèòìà áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê 𝑂(𝑁) (𝑂-áîëüøîå îò 𝑁).
Êîíñòàíòà æå äëÿ ýòîé çàäà÷è ìîæåò ðàçëè÷àòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ óñëî-
âèé. Íàïðèìåð, äëÿ öåëûõ ÷èñåë êîíñòàíòà áóäåò â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå, ÷åì äëÿ âå-
ùåñòâåííûõ (ò.ê. öåëî÷èñëåííûå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ â íåñêîëüêî ðàç áûñòðåå). Äëÿ
êâàäðàòè÷íîãî àëãîðèòìà (íàïðèìåð, äëÿ ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì) ñëîæíîñòü çàïèñû-
âàåòñÿ êàê 𝑂(𝑁2). Ñëîæíîñòü ìîæåò çàâèñåòü è îò íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ, åñëè îíè
îïðåäåëÿþò êîëè÷åñòâî öèêëîâ. Òîãäà ñëîæíîñòü ìîæåò çàïèñûâàòüñÿ êàê 𝑂(𝑁2 +𝑀3).
Åñëè â àëãîðèòìå íåò öèêëîâ, çàâèñÿùèõ îò âõîäíûõ äàííûõ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îí ¾ðà-
áîòàåò çà êîíñòàíòó¿, ò.å. çà 𝑂(1).

Îáû÷íî çà 𝑂-áîëüøîå îáîçíà÷àþò ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå. Íåêîòîðûå àëãîðèò-
ìû ðàáîòàþò î÷åíü ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò âõîäíûõ äàííûõ, â ýòîì ñëó÷àå ìû
áóäåì îòäåëüíî óêàçûâàòü ¾ñëîæíîñòü â ñðåäíåì¿.

Î÷åíü ÷àñòî â ïðîöåññå ïîäñ÷åòà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ log𝑁
(¾ëîãàðèôì îò 𝑁¿). Â ïðîãðàììèðîâàíèè ìû îáû÷íî áóäåì èñïîëüçîâàòü äâîè÷íûé
ëîãàðèôì. Îí îïðåäåëÿåòñÿ òàê: 2log2 𝑁 = 𝑁 . Â äàëüíåéøåì ïîä çàïèñüþ log𝑁 ìû
áóäåì ïîíèìàòü log2𝑁 . Èíòåðåñíàÿ îñîáåííîñòü ëîãàðèôìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí
ðàñòåò î÷åíü ìåäëåííî ïðè ðîñòå 𝑁 . Òàê ïðè 𝑁 = 8 : log𝑁 = 3, 𝑁 = 65536 : log𝑁 = 16,
𝑁 = 4294967296 : log𝑁 = 32. Ñêîðîñòü ðîñòà ëîãàðèôìà íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì äàæå ó
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êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ𝑁 àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ log𝑁 è
áîëüøîé êîíñòàíòîé áóäåò ýôôåêòèâíåå ëèíåéíîãî àëãîðèòìà ñ ìàëåíüêîé êîíñòàíòîé.

Íà ýòîì çàêîí÷èì ââåäåíèå â òåîðèþ ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ.

1.3 Целочисленные типы данных и их использование

Íà äàííûé ìîìåíò íà îëèìïèàäàõ èñïîëüçóþòñÿ, â îñíîâíîì, 32-áèòíûå ñèñòåìû
è êîìïèëÿòîðû. Ïðèâåäåì òàáëèöó, â êîòîðîé óêàçàíû ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ äëÿ îñíîâíûõ òèïîâ ïåðåìåííûõ:

Название Байт Минимум Максимум

unsigned char 1 0 255
char 1 −128 127
short 2 −32768 32767

unsigned short 2 0 65535
int 4 −2147483648 2147483647

unsigned int 4 0 4294967295
int64 (long long) 8 −263 263 − 1

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îïåðàöèè ñ int64 âûïîëíÿþòñÿ íåñêîëüêî ìåäëåííåå, ÷åì ñ
äðóãèìè òèïàìè öåëî÷èñëåííûõ äàííûõ.

Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ñëåäóåò ñòàðàòüñÿ èñïîëüçîâàòü òèï int êðîìå ñèòóàöèé,
êîãäà èñïîëüçîâàíèå ìåíüøåãî òèïà ïîçâîëèò óëîæèòüñÿ âML èëè òðåáóåòñÿ çàâåäîìî
áîëüøèé òèï äàííûõ.

Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè èñïîëüçîâàíèå òèïà int64 â ÿçûêå C. Âî-ïåðâûõ, â
íåêîòîðûõ ðåàëèçàöèÿõ îí îáîçíà÷àåòñÿ êàê __int64, â íåêîòîðûõ äðóãèõ (â îñíîâíîì â
UNIX-ñèñòåìàõ): long long. Êðîìå òîãî, íà ðàçëè÷íûõ ïëàòôîðìàõ èñïîëüçóåòñÿ ñâîÿ
ôîðìàòíàÿ ñòðîêà äëÿ ââîäà-âûâîäà int64. Óíèâåðñàëüíûé âûâîä ïðîãðàììèðóåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ìàêðîêîìàíä è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

#ifdef WIN32

printf("%I64d", n);

#else

printf("%lld", n);

#endif

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ íå õâàòàåò äàæå òèïà int64. Èíîãäà, åñëè äàííûå íå íàìíîãî
ïðåâûøàþò ðàçìåð int64, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òèïàìè ïåðåìåííûõ ñ ïëàâàþùåé
òî÷êîé. Òàê long double ìîæåò õðàíèòü áåç îøèáîê öåëîå ÷èñëî äëèíîé äî 19 äåñÿòè÷-
íûõ çíàêîâ. Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî âåùåñòâåííûå òèïû îáðàáàòûâàþòñÿ çíà÷è-
òåëüíî ìåäëåííåå, äëÿ íèõ íå îïðåäåëåíû îïåðàöèè âçÿòèÿ îñòàòêà è äåëåíèÿ íàöåëî.
Íåñìîòðÿ íà ýòî, âñå æå ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà èõ èñïîëüçîâàíèå îïðàâäàíî.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð íà òåìó âûáîðà òèïà ïåðåìåííûõ âûãëÿäèò òàê: äàíû äâà
÷èñëà 𝑋 è 𝑌 ïî ìîäóëþ ìåíüøèå, ÷åì 231, ñëåäóåò âûâåñòè èõ ñóììó. Ó÷àñòíèê ñìîòðèò
íà äàííûå, âûáèðàåò òèï int è ïîëó÷àåò îøèáêó, ò.ê. ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ ìîæåò íå
óìåñòèòüñÿ â ýòîò òèï äàííûõ.

Åñëè æå íå õâàòàåò è ýòèõ ïåðåìåííûõ, òî åäèíñòâåííûé âûõîä � èñïîëüçîâàíèå
äëèííîé àðèôìåòèêè, ò.å. àðèôìåòèêè íà ìàññèâàõ, ÷åìó è áóäåò ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ
÷àñòü ëåêöèè.
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1.4 Длинные числа и операции над ними

Ïðè ðàññìîòðåíèè ýòîé òåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ çíàíèÿ, ïîëó÷åííûå â íà÷àëüíîé
øêîëå. Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ¾â ñòîëáèê¿.

Èäåÿ ðåàëèçàöèè äëèííûõ ÷èñåë çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ìàññèâîâ, ñîñòîÿùèõ
èç ÷èñåë ¾êîðîòêèõ¿ (îíè áóäóò èãðàòü ðîëü öèôð). Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñîãëàøåíèÿ,
÷òî ÷èñëà ïðèæàòû ê ¾ïðàâîìó êðàþ¿, ò.å. ìëàäøèå ðàçðÿäû ñòîÿò â ÿ÷åéêàõ ñ áîëüøèì
íîìåðîì.

Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíóþ äëèíó äëèííîãî ÷èñëà. Â îáùåì ñëó÷àå � ýòî
íåáàíàëüíàÿ çàäà÷à, è ýòîò ïàðàìåòð îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ôîð-
ìóë, íî ìîæíî ïîñòàðàòüñÿ ïîäîáðàòü çàâåäîìî óäîâëåòâîðÿþùåå íàøèì ïîòðåáíîñòÿì
çíà÷åíèå.

Óäîáíåå âñåãî îïðåäåëèòü îäèí ðàç ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëèíû (êîëè÷åñòâà ýëå-
ìåíòîâ â ìàññèâå), ÷òîáû ìîæíî áûëî óìåíüøàòü åãî äëÿ áîëåå óäîáíîé îòëàäêè. Ýòî
äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ìàêðîïîäñòàíîâêè:

#define MAXLEN 1000

Ìû îïðåäåëèëè ìàêñèìàëüíóþ äëèíó ìàññèâà â 1000 ¾öèôð¿. Êðîìå òîãî, óäîáíî
îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó äëÿ õðàíåíèÿ ÷èñëà:

typedef struct

{

int val[MAXLEN+1];

int st;

} vlong;

Ïîëå st áóäåò óêàçûâàòü íà òó ïîçèöèþ, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ îñìûñëåííàÿ ÷àñòü
÷èñëà (ò.å. íà÷èíàþòñÿ îòëè÷íûå îò íóëÿ öèôðû; â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî ðà-
çóìíîå èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ïîëÿ èçáàâëÿåò íàñ îò îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà áåñïîëåçíûõ
îïåðàöèé). Ìàêðîïîäñòàíîâêà typedef äåëàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïèñàòü êàæäûé ðàç
ñëîâî struct. Ïðîãðàììèðóþùèå íà C++ è Java ìîãóò ñîçäàòü êëàññ è äàëüíåéøèå
ôóíêöèè çàïèñûâàòü â âèäå ïåðåîïðåäåëåííûõ îïåðàòîðîâ ýòîãî êëàññà.

Âñïîìíèì, êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëîæåíèå â ñòîëáèê. Ìû íà÷èíàåì èäòè ñ ìëàäøèõ
ðàçðÿäîâ, ñêëàäûâàåì öèôðû, ñòîÿùèå íà äàííûõ ïîçèöèÿõ, ïðèáàâëÿåì òî, ÷òî áûëî
¾â óìå¿, íîâîå çíà÷åíèå ¾â óìå¿ ðàâíî öåëîé ÷àñòè îò äåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà
íà 10, â èòîãîâîå ÷èñëî íà ýòó ïîçèöèþ � îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðåçóëüòàòà íà 10. Òàê ìû
ïîâòîðÿåì äî òåõ ïîð, ïîêà îáà ÷èñëà íå êîí÷àòñÿ (ò.å. ìû íå äîéäåì äî íà÷àëà áîëüøåãî
÷èñëà), â ñëó÷àå æå, åñëè ¾â óìå¿ íå íîëü � ìû äîïèñûâàåì ýòó öèôðó â íà÷àëî. Â
ðåàëèçàöèè äëèííîãî ñëîæåíèÿ � âñå òî æå ñàìîå, òîëüêî äëÿ ýêîíîìèè âðåìåíè è ìåñòà
ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, íå ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 10, à ñèñòåìó
ñ îñíîâàíèåì â 10000 (äëÿ ñëîæåíèÿ ìû ìîæåì âûáðàòü è áîëüøåå çíà÷åíèå). Äëÿ
ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà è, îïÿòü æå, áîëåå óäîáíîé îòëàäêè óäîáíî çàäàòü êîíñòàíòó
ñ îñíîâàíèåì ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ:

#define SYS 10000

Ïåðåéäåì ñîáñòâåííî ê îïèñàíèþ ôóíêöèè ñëîæåíèÿ:
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void add(vlong *op1, vlong *op2, vlong *res)

{

vlong *mxop, *mnop;

int i, flag=0, st;

mxop = op1->st>op2->st?op1:op2;

mnop = op1->st<=op2->st?op1:op2;

st=mnop->st;

for(i=MAXLEN; i >= mxop->st; i--) {

res->val[i] = mxop->val[i] + mnop->val[i] + flag;

flag = res->val[i] / SYS;

res->val[i] %= SYS;

}

for(i=mxop->st-1; i >= mnop->st; i--) {

res->val[i] = mnop->val[i] + flag;

flag = res->val[i] / SYS;

res->val[i] %= SYS;

}

if (flag) res->val[--st] = flag;

res->st = st;

}

Ñäåëàåì íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ ê ïðîãðàììå. Ïåðâûì äåëîì îíà âûáèðàåò áîëüøåå
è ìåíüøåå ïî êîëè÷åñòâó çíàêîâ ÷èñëî. Çäåñü îïÿòü æå ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñî ñëîæåíè-
åì ÷èñåë â ñòîëáèê: ïîêà ó íàñ îáà ÷èñëà åùå íå êîí÷èëèñü, ìû ñêëàäûâàåì ïî âñåì
ïðàâèëàì, à çàòåì ïåðåïèñûâàåì íà÷àëî áîëüøåãî ÷èñëà, íå çàáûâàÿ ïðî çíà÷åíèå ¾â
óìå¿.

Îáû÷íî áîëüøèå ÷èñëà èíèöèàëèçèðóþòñÿ êàêèìè-ëèáî ìàëûìè çíà÷åíèÿìè, íàä
êîòîðûìè çàòåì ïðîèçâîäÿòñÿ îïåðàöèè, êîòîðûå è ïðèâîäÿò ê ðîñòó ýòîãî ÷èñëà. Ò.å.
êîðîòêîå ÷èñëî íàäî çàïèñûâàòü â x.val[MAXLEN], à x.st óñòàíàâëèâàòü â MAXLEN.

Åñëè a, b è c - ïåðåìåííûå òèïà vlong, òî âûçîâ ôóíêöèè äîëæåí âûãëÿäåòü êàê
add(&a, &b, &c). Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåäàâàëîñü íå ñàìî çíà÷åíèå ñòðóê-
òóðû, à óêàçàòåëü íà íåå (è íå áûëî íåîáõîäèìîñòè â êîïèðîâàíèè).

Âûâåñòè çíà÷åíèå äëèííîãî ÷èñëà ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

printf("%d", c.val[c.st]);

for (i=c.st+1; i<=MAXLEN; i++)

printf("%.4d", c.val[i]);

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïåðâîå ÷èñëî âûâîäèòñÿ áåç âåäóùèõ íóëåé, à êàæ-
äîå ñëåäóþùåå äîëæíî âûâîäèòñÿ ñ âåäóùèìè íóëÿìè. Ïðè èçìåíåíèè áàçîâîé ñèñòåìû
ñ÷èñëåíèÿ (â íàøåì ñëó÷àå ýòî 10000) íàäî çàìåíÿòü öèôðó â âûðàæåíèè %.4d íà êîëè-
÷åñòâî íóëåé â îñíîâàíèè ýòîé ñèñòåìû. Ïðîñòî âûâîäèòü ýëåìåíòû ìàññèâà ñ ïîìîùüþ
%d íåëüçÿ! Òàêóþ îøèáêó äîñòàòî÷íî ëåãêî äîïóñòèòü è î÷åíü ñëîæíî íàéòè.

Ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìà ïîëó÷èëàñü 𝑂(𝑁), ãäå 𝑁 � êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ
â áîëüøåì ÷èñëå. Åñëè áû ìû íå èñïîëüçîâàëè ïîëÿ st, òî íàì êàæäûé ðàç ïðèøëîñü
áû ñêëàäûâàòü âñå MAXLEN ðàçðÿäîâ, à ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íå
âåñü ìàññèâ (â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ðàñòóò, èëè ìû íå ìîæåì òî÷íî îïðåäåëèòü
äëèíó çàðàíåå), òî ñëîæíîñòü ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïðàâäûâàåòñÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ.
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Äëèííîå âû÷èòàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èñïîëüçóþòñÿ òå æå èäåè, ÷òî è â
âû÷èòàíèè â ñòîëáèê.

Òåïåðü ðàññìîòðèì óìíîæåíèå äëèííîãî ÷èñëà íà êîðîòêîå (êîðîòêèì ÷èñëîì áóäåì
íàçûâàòü òî, êâàäðàò êîòîðîãî ïîìåùàåòñÿ â ïåðåìåííóþ ýëåìåíòàðíîãî òèïà, ò.å. ìåíü-
øåå SYS). Ïðè ýòîì ôóíêöèþ óìíîæåíèÿ íà êîðîòêîå áóäåì ïèñàòü ñðàçó ñ ïðèöåëîì
íà èñïîëüçîâàíèå â óìíîæåíèè äëèííîãî íà äëèííîå.

void mul(vlong *op1, int sh, int offs, vlong *res)

{

int i, flag=0;

int st = op1->st;

for(i=MAXLEN-offs+1; i <= MAXLEN; i++)

res->val[i] = 0;

for(i=MAXLEN; i >= st; i--) {

res->val[i-offs] = op1->val[i] * sh + flag;

flag = res->val[i-offs] / SYS;

res->val[i-offs] %= SYS;

}

if (flag) res->val[--st-offs] = flag;

res->st = st-offs;

}

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ äëèííîãî ÷èñëà íà êîðîòêîå ñîñòàâëÿåò 𝑂(𝑁),
ãäå 𝑁 � êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ â äëèííîì ÷èñëå. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ïðåäûäóùèõ
ôóíêöèé óìíîæåíèå äëèííîãî ÷èñëà íà äëèííîå ðåàëèçóåòñÿ î÷åíü ïðîñòî.

void mul_long(vlong *op1, vlong *op2, vlong *res)

{

int i;

vlong temp;

res->st = MAXLEN;

res->val[MAXLEN] = 0;

for (i=MAXLEN; i>= op1->st; i--) {

mul(op2, op1->val[i], MAXLEN-i, &temp);

add(res, &temp, res);

}

}

Âûçîâ ôóíêöèè óìíîæåíèÿ íà êîðîòêîå: mul(&x, sh, 0, &res), ãäå x � ýòî äëèí-
íîå ÷èñëî, sh � êîðîòêîå, res � ðåçóëüòàò. Âûçîâ ôóíêöèè óìíîæåíèÿ äëèííîãî íà
äëèííîå: mul_long(&op1, &op2, &res), ãäå op1 è op2 � äëèííûå ÷èñëà, à res � èõ
ïðîèçâåäåíèå.

Èíèöèàëèçàöèÿ çíà÷åíèé è âûâîä îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëîæåíèþ.
Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ äëèííîãî ÷èñëà íà äëèííîå ïîëó÷èëàñü 𝑂(𝑁 ×𝑀), ãäå 𝑁 è

𝑀 � êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ â îïåðàíäàõ. Ñóùåñòâóþò áîëåå áûñòðûå ìåòîäû óìíîæå-
íèÿ äëèííûõ ÷èñåë (íàïðèìåð, ìåòîä Êàðàöóáû), îäíàêî â øêîëüíûõ îëèìïèàäàõ èõ
ïðèìåíåíèå òðåáóåòñÿ êðàéíå ðåäêî.
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Äëèííîå äåëåíèå èñïîëüçóåòñÿ ãîðàçäî ðåæå è ðåàëèçóåòñÿ àíàëîãè÷íî äåëåíèþ â
ñòîëáèê. Äëèííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà òàêæå îñòàâèì áåç âíèìàíèÿ (èíòåðåñóþùèåñÿ
ìîãóò íàéòè ñïîñîáû õðàíåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë â ïàìÿòè êîìïüþòåðà è ðåàëèçîâàòü
íå÷òî ïîäîáíîå íà ìàññèâàõ).

Íà ýòîì çàêîí÷èì ðàññìîòðåíèå äëèííûõ ÷èñåë.

1.5 Делимость и делители

Îòâëå÷åìñÿ îò òåõíè÷åñêèõ âåùåé è ïåðåéäåì ê ïðîãðàììå êóðñà ìàòåìàòèêè íà-
÷àëüíîé øêîëû.

Ïðîñòûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, êîòîðîå äåëèòñÿ íàöåëî
òîëüêî íà ñåáÿ è 1 (èìååò äâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ). Ñîñòàâíûìè ÷èñëàìè, ñîîòâåò-
ñòâåííî, íàçûâàþòñÿ âñå îñòàëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå åäèíèöû.

Ïðîñòûå ÷èñëà èìåþò ìíîæåñòâî ïîëåçíûõ ïðèìåíåíèé, à òàêæå è ñàìè ïî ñåáå
íåðåäêî ÿâëÿþòñÿ ñóòüþ çàäà÷è. Íàèáîëåå èçâåñòíîå ïðîìûøëåííîå ïðèìåíåíèå ïðî-
ñòûõ ÷èñåë � â øèôðîâàíèè RSA ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàì íåîáõîäèìî óìåòü ïðîâåðÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 𝑁 ïðîñòûì.
Ò.å. íàì íåîáõîäèìî óçíàòü, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà 𝑥, 𝑦 (1 < 𝑥, 𝑦 <
𝑁), ÷òî 𝑥 × 𝑦 = 𝑁 . Êðîìå òîãî, óñëîâèìñÿ, ÷òî 𝑥 ≤ 𝑦, òîãäà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî 𝑥
ìåíüøå ëèáî ðàâåí êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ÷èñëà 𝑁 (åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî
ïðîèçâåäåíèå áóäåò çàâåäîìî áîëüøå 𝑁).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ áóäåò äîâîëüíî ýô-
ôåêòèâíî ïðîâåðÿòü ÷èñëî íà ïðîñòîòó:

int isprime(int n)

{

int i, j;

if (2 == n) return 1;

j = (int)sqrt((double)n)+1;

for (i=2; i<=j; i++)

if (!(n%i)) return 0;

return 1;

}

×òîáû ôóíêöèÿ sqrt ðàáîòàëà, íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü áèáëèîòåêó math.h.
Ïîëüçóÿñü òåìè æå ñîîáðàæåíèÿìè, î÷åíü ïðîñòî íàïèñàòü ôóíêöèþ, íàõîäÿùóþ

âñå ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà äâà ìíîæèòåëÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáðàòü ïðîâåðêó íà
ðàâåíñòâî 𝑁 äâóì è â çàìåíèòü return 0 íà îáðàáîòêó äâóõ íàéäåííûõ äåëèòåëåé i è
n/i.

Îáà ýòèõ àëãîðèòìà èìåþò ñëîæíîñòü 𝑂(
√
𝑁).

1.6 НОД и НОК. Элементы теории остатков

Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì (ÍÎÄ) äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ òàêîå
ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì è ïåðâîãî è âòîðîãî



12 ЛЕКЦИЯ 1. АРИФМЕТИКА И ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ

÷èñëà. Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì (ÍÎÊ) äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ òà-
êîå ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íàöåëî íà îáà ýòèõ ÷èñëà.

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ÍÎÄ è ÍÎÊ ìíîãèõ ÷èñåë. Íà ïðàêòèêå ÍÎÄ è ÍÎÊ
ìíîãèõ ÷èñåë ñ÷èòàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîïàðíîãî ïîäñ÷åòà ÍÎÄ è ÍÎÊ
(ò.å. ñ÷èòàåòñÿ ÍÎÄ óæå îáðàáîòàííîé ÷àñòè è î÷åðåäíîãî ÷èñëà).

Çàäà÷è, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü ÍÎÄ èëè ÍÎÊ âîçíèêàþò äîâîëüíî ÷à-
ñòî, îñîáåííî äëÿ ÍÎÄ. Òàê, íàïðèìåð, â ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäè-
íàòàìè íà îòðåçêå èñïîëüçóåòñÿ ÍÎÄ 𝑥 è 𝑦 êîîðäèíàò îòðåçêà.

Â ìëàäøåé øêîëå èçó÷àåòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ÍÎÄ äâóõ
÷èñåë. Â íåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1) ÍÎÄ(𝑎, 0) = 𝑎
2) ÍÎÄ(𝑎, 𝑏) =ÍÎÄ(𝑎%𝑏, 𝑏) =ÍÎÄ(𝑎, 𝑏%𝑎)
Çàïèøåì ôóíêöèþ ïîäñ÷åòà ÍÎÄ (GCD � Greatest Common Divisor):

int gcd(int ap, int bp)

{

int c, a = ap, b = bp;

while (b != 0) {

c = a % b;

a = b;

b = c;

}

return a;

}

Ýòîò àëãîðèòì î÷åíü ïðîñò, åãî ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå, ðàâíà 𝑂(log𝑁), ãäå
𝑁 � áîëüøåå èç ÷èñåë.

ÍÎÊ ìîæíî èñêàòü èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ÍÎÄ(𝑎, 𝑏)×ÍÎÊ(𝑎, 𝑏) = 𝑎× 𝑏.
Ñóùåñòâóåò åùå îäèí ñïîñîá ïîèñêà ÍÎÄ: áèíàðíûé àëãîðèòì Åâêëèäà. Ýòîò ñïî-

ñîá îñíîâûâàåòñÿ íà ñîîòíîøåíèÿõ ÍÎÄ(2 × 𝑎, 2 × 𝑏) = 2×ÍÎÄ(𝑎, 𝑏), ÍÎÄ(2 × 𝑎, 2 ×
𝑏 + 1) =ÍÎÄ(𝑎, 2 × 𝑏 + 1), ÍÎÄ(2 × 𝑎 + 1, 2 × 𝑏 + 1) =ÍÎÄ(2 × (𝑎− 𝑏), 2 × 𝑏 + 1). Õîòÿ
ïðè èïîëüçîâàíèè ýòèõ ñîîòíîøåíèé âðåìÿ íàïèñàíèÿ ïðîãðàììû è ñîáñòâåííî ïîèñêà
ÍÎÄ íåñêîëüêî âîçðàñòåò (õîòÿ ïî ïðåæíåìó ñëîæíîñòü àëãîðèòìà áóäåò ñîñòàâëÿòü
𝑂(log 𝑛)), ýòîò ñïîñîá íàìíîãî óäîáíåå ïðè ïîèñêå ÍÎÄ äëèííûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî,
â îáû÷íîì àëãîðèòìå Åâêëèäà íåîáõîäèìà îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ äëèí-
íûõ ÷èñåë, à â áèíàðíîì � íàìíîãî áîëåå ïðîñòûå îïåðàöèè äëèííîãî âû÷èòàíèÿ è
äåëåíèÿ íà 2.

Â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ äîâîëüíî ÷àñòî òðåáóåòñÿ íàéòè ÷òî-ëèáî ¾ïî ìîäóëþ¿
êàêîãî-ëèáî ÷èñëà, ò.å. ïîäñ÷èòàòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðåçóëüòàòà íà çàäàííîå ÷èñëî.
Òåîðèÿ ÷èñåë äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè è ìû íå
áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â íåå, âçÿâ ëèøü íåñêîëüêî ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ÷àñòíîñòè, íàì âàæíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îñòàòêîâ: (𝑎+ 𝑏)%𝑛 = (𝑎%𝑛+ 𝑏%𝑛)%𝑛
è (𝑎 × 𝑏)%𝑛 = (𝑎%𝑛 × 𝑏%𝑛)%𝑛. Ýòè ñâîéñòâà ÷àñòî áûâàþò ïîëåçíûìè, ò.ê. îáû÷íî
â çàäà÷àõ, ãäå òðåáóåòñÿ ïîäñ÷èòàòü îñòàòêè, âîçíèêàþò äîâîëüíî áîëüøèå ÷èñëà, è
óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè îïåðàíäîâ â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ íàìíîãî îáëåã÷àåò
çàäà÷ó.

Òàêæå äîâîëüíî ÷àñòî òðåáóåòñÿ íàéòè óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ýëåìåíò êàêîé-
ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ìîäóëþ äàííîãî ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñîñòàâèòü
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¾òàáëèöó óìíîæåíèÿ¿ ïî ìîäóëþ 𝑛 èëè äðóãóþ òàáëèöó ñ ïðàâèëàìè ïåðåõîäà � ýòî
ìîæåò çíà÷èòåëüíî îáëåã÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è.

1.7 Разложение числа на простые множители

Âåðíåìñÿ ê ïðîñòûì ÷èñëàì. Ëþáîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè÷åì ýòî ïðåäñòàâëåíèå áóäåò åäèíñòâåííî.

Îáû÷íî, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âûãëÿäèò â âèäå îäíîìåðíîãî ìàññèâà, ñîäåðæàùåãî
ïðîñòûå ÷èñëà, è åùå îäíîãî îäíîìåðíîãî ìàññèâà äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ÷èñëà, â êàæäîé ÿ÷åéêå êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ ñòåïåíü ñîîòâåòñòâåííîãî ïðîñòî
÷èñëà.

Íàïðèìåð, ïóñòü ó íàñ åñòü ìàññèâ ïðîñòûõ ÷èñåë [2, 3, 5, 7, 11, 13], òîãäà ìàññèâ ñ
ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà 2600 áóäåò âûãëÿäåòü êàê [3, 0, 2, 0, 0, 1] èç êîòîðîãî ìîæíî ïîëó-
÷èòü 23 × 52 × 131 = 2600.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåîïðàâäàííî ãåíåðèðîâàòü äëÿ îäíîãî ÷èñëà (åñëè ýòî íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è). Îäíàêî, åñëè ÷èñåë ìíîãî, òî ïðè-
âåäåíèå èõ â òàêîå ïðåäñòàâëåíèå è îáðàòíî ìîæåò áûòü âåñüìà ïîëåçíûì.

Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î÷åíü ïðîñòî ðåàëèçîâàòü óìíîæå-
íèå. Ðàññìîòðèì íàøå ÷èñëî 2600 è ÷èñëî 11858, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàññèâîì
[1, 0, 0, 2, 2, 0]. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë, äîñòàòî÷íî ñëîæèòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàññèâîâ. Ðåçóëüòàòîì áóäåò ìàññèâ [4, 0, 2, 2, 2, 1], ò.å. 24×52×72×
112 × 131 = 30830800, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ.

Ïîñëå íåêîòîðûõ ðàçìûøëåíèé ìîæíî òàêæå ðåàëèçîâàòü äåëåíèå ñ îñòàòêîì, íî â
ðàìêàõ ëåêöèè ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì, æåëàþùèå ìîãóò ñàìè ïðèäóìàòü àëãîðèòì.

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü ÍÎÄ è ÍÎÊ ýòèõ ÷èñåë.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ íàäî âûáèðàòü ìèíèìóì èç ñòåïåíåé (ýòî ëîãè÷íî, ò.ê. ÷èñëî

𝑋𝑛 êðàòíî 𝑋𝑘, åñëè 𝑛 ≥ 𝑘). Äëÿ ïîäñ÷åòà ÍÎÊ íàäî áðàòü ìàêñèìóì èç ñòåïåíåé. Ýòîò
æå ìåòîä ðàáîòàåò äëÿ ïîäñ÷åòà ÍÎÄ è ÍÎÊ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë.

Äëÿ íàøèõ ÷èñåë 2600 è 11858, ÍÎÄ, ïîäñ÷èòàííûé òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâèì
ìàññèâîì [1, 0, 0, 0, 0, 0], ò.å. ðàâåí 2, à ÍÎÊ � ìàññèâîì [3, 0, 2, 2, 2, 1] è ðàâåí 15415400.
Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò âåðåí.

Êðîìå òîãî, ó ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ñóùåñòâóþò áîëåå ñïåöè-
ôè÷íûå íàçíà÷åíèÿ, êîòîðûå âñòðåòÿòñÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ òóðîâ.

Íàõîæäåíèå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë äî 𝑁 çàíèìàåò 𝑂(𝑁 ×
√
𝑁) âðåìåíè, ïîäñ÷åò ñòå-

ïåíåé äëÿ îäíîãî ÷èñëà çàíèìàåò îêîëî 𝑂(𝑁) âðåìåíè (åñëè ñòåïåíè íå ñëèøêîì áîëü-
øèå), è îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ è ÍÎÊ çàíèìàþò òàêæå 𝑂(𝑁) âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíîå âðåìÿ ñîñòàâëÿåò îêîëî 𝑂(𝑁 ×

√
𝑁 +𝑁 ×𝑀), ãäå 𝑁 � ìàê-

ñèìàëüíîå èç ÷èñåë, à 𝑀 � êîëè÷åñòâî ýòèõ ÷èñåë.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàì íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü òîëüêî îäíî ÷èñëî íà ïðîñòûå ìíî-

æèòåëè. Â òàêîé ñèòóàöèè íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì áóäåò ìîäèôèêàöèÿ ôóíê-
öèè ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êàæäûé ðàç ïðè íàõîæäåíèè
äåëèòåëÿ ìû áóäåì äåëèòü ðàçëàãàåìîå ÷èñëî íà íåãî äî òåõ ïîð, ïîêà îíî äåëèòñÿ (è
çàïîìèíàòü ñòåïåíü, ñ êîòîðîé ýòîò äåëèòåëü âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà), òî ìû ïîëó-
÷èì âñå ïðîñòûå äåëèòåëè êðîìå, âîçìîæíî, îäíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîèñê äåëèòåëåé
íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü äî êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ÷èñëà, à â ñëó÷àå, åñëè ïîñëå äåëå-
íèÿ îñòàëàñü íå åäèíèöà � ýòîò îñòàòîê òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äåëèòåëåì, ïðè÷åì
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ñòåïåíü åãî âõîæäåíèÿ âñåãäà ðàâíà 1. Íàïðèìåð, 26 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê 21 × 131, ãäå
13 � åäèíñòâåííûé äåëèòåëü, áîëüøèé êâàäðàòíîãî êîðíÿ.

1.8 Быстрое возведение в степень

Äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ ÷èñëà èëè äðóãîãî îáúåêòà,
äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, â êàêóþ-ëèáî ñòåïåíü. Íàèâíûé àëãî-
ðèòì, êîãäà ìû ïðîñòî íóæíîå ÷èñëî ðàç óìíîæàåì ÷èñëî íà ñàìî ñåáÿ, èìååò ñëîæíîñòü
𝑂(𝑁), ãäå 𝑁 � ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.

Ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü ÷èñëî ðàñòåò î÷åíü áûñòðî (à çíà÷èò, íàâåðíÿêà òðåáóþòñÿ
îïåðàöèè ñ äëèííûìè ÷èñëàìè). Ïîýòîìó íàó÷èòüñÿ âîçâîäèòü ÷èñëî â ñòåïåíü áûñòðåå,
÷åì çà 𝑂(𝑁) � äîñòàòî÷íî âàæíàÿ çàäà÷à.

Ðàññìàòðèâàÿ ñòåïåíè íåêîòîðûõ ÷èñåë, ìîæíî äîãàäàòüñÿ î ìåòîäå, êîòîðûì ñëå-
äóåò ïîëüçîâàòüñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ âîçâåäåíèÿ 3 â 4-þ ñòåïåíü íàì íóæíî ïðîäåëàòü 3
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Îäíàêî, åñëè èçìåíèòü ïîðÿäîê äåéñòâèé íà òàêîé: (32)2, òî ïî-
òðåáóåòñÿ âñåãî äâà óìíîæåíèÿ. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ïðè âîçâåäåíèè ÷èñëà â ñòåïåíè
åùå â êàêóþ-ëèáî ñòåïåíü ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ïåðåìíîæàþòñÿ. Èìåííî íà ñîêðàùåíèè
÷åòíûõ ñòåïåíåé îñíîâûâàåòñÿ èäåÿ áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.

Ïðèâåäåì òåêñò ôóíêöèè, êîòîðàÿ âîçâîäèò ÷èñëî 𝑎 â ñòåïåíü 𝑛:

int pow(int a, int n)

{

int b, c, k;

k = n;

b = 1;

c = a;

while (k)

if (!(k%2)) {

k /= 2;

c *= c;

} else {

k--;

b *= c;

}

return b;

}

Êàæäûé ðàç, êîãäà ñòåïåíü ÷åòíàÿ, ìû âîçâîäèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ â
êâàäðàò, à ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äåëèì íà 2. Åñëè ÷èñëî íå÷åòíîå, òî óìíîæàåì òåêóùåå
âñïîìîãàòåëüíîå ÷èñëî íà ðåçóëüòàò è óìåíüøàåì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè íà 1. Òàêèì îá-
ðàçîì õîòÿ áû îäèí ðàç èç äâóõ ó íàñ ïðîèçîéäåò óìåíüøåíèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè âäâîå
è, èñõîäÿ èç ýòîãî, ìû ïîëó÷èì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 𝑂(log𝑁).

Äîñòèæåíèå òàêîé ñëîæíîñòè î÷åíü ïîëåçíî, îñîáåííî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåäëåí-
íûõ îïåðàöèé ñ äëèííûìè ÷èñëàìè. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî âûáðàòü ¾óíèâåðñàëüíûé¿
ðåöåïò: èñïîëüçîâàòü áûñòðîå âîçâåäåíèå ñòåïåíü âåçäå, ãäå ïîêàçàòåëü ìîæåò ïðåâû-
øàòü 100. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü áûñò-
ðîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü âî âñåõ ñëó÷àÿõ.
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Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå àëãîðèòì áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü îáçûâàþò çà-
áàâíûì ñëîâîñî÷åòàíèåì �Russian peasant algorithm�, ÷òî ïåðåâîäèòñÿ êàê ¾àëãîðèòì
ðóññêîãî êðåñòüÿíèíà¿.

1.9 Матрицы и операции над ними

Â ðàìêàõ íàøåé ñåãîäíÿøíåé ëåêöèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êâàäðàòíûå
ìàòðèöû, ñîñòîÿùèå èç ÷èñåë. Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, äâóìåðíûì ìàññèâîì, ÷òîáû
íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ýòî òàêîå, ìîæíî îòêðûòü ýëåêòðîííóþ òàáëèöó. Êàæäûé
ýëåìåíò ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ èìåíåì ýòîé ìàòðèöû è äâóìÿ ÷èñëàìè � èíäåêñàìè
ìàññèâà.

Äâóìåðíûå ìàññèâû î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ïðîãðàììèðîâàíèè äëÿ õðàíåíèÿ
äàííûõ, íî ñåãîäíÿ ìû îñòàíîâèìñÿ íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ìàòðèö.

Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì, è äëÿ íåå, êàê è äëÿ ÷èñåë, îïðåäåëå-
íû íåêîòîðûå îïåðàöèè, â ÷àñòíîñòè, ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå ìàòðèö. Äîïóñòèì, ÷òî 𝐴,
𝐵 è 𝐶 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Òîãäà ìàòðèöà 𝐶, ðàâíàÿ ñóììå
ìàòðèö 𝐴 è 𝐵 îïðåäåëÿåòñÿ ïîýëåìåíòíî, êàê 𝐶[𝑖][𝑗] = 𝐴[𝑖][𝑗] + 𝐵[𝑖][𝑗]. Òî÷íî òàê æå
îïðåäåëÿåòñÿ è ðàçíîñòü ìàòðèö. Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî � ýòî ïðîñòî óìíîæå-
íèå êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû íà ýòî ÷èñëî.

Ïî-äðóãîìó ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå ìàòðèö. Äîïóñòèì, 𝐶 = 𝐴 × 𝐵, òîãäà 𝐶[𝑖][𝑗] =∑︀𝑛−1
𝑘=0(𝐴[𝑖][𝑘] × 𝐵[𝑘][𝑗]), 𝑘 èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 𝑛 − 1 (𝑛 � ðàçìåð ìàòðèöû, íóìåðàöèÿ

íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ). Çíàê
∑︀

îçíà÷àåò ñóììó, ò.å.
∑︀4

𝑘=0𝐴[𝑘] � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî
𝐴[0] +𝐴[1] +𝐴[2] +𝐴[3] +𝐴[4]. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî 𝐴×𝐵, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíî
𝐵 × 𝐴.

Ïåðåä íàïèñàíèåì ôóíêöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö îïðåäåëèì íåñêîëüêî ìàêðîïîäñòà-
íîâîê.

#define MAXN 100

Ýòà ìàêðîïîäñòàíîâêà áóäåò îïðåäåëÿòü ðàçìåð ìàòðèöû. Óäîáíî çàâåñòè åå â âèäå
êîíñòàíòû, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü îòëàäèòü ïðîãðàììó (íà îòëàä÷èêå î÷åíü òÿæåëî
ïðîñìàòðèâàòü áîëüøèå äâóìåðíûå ìàññèâû).

#define matr(a) int a[MAXN][MAXN]

Ýòî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîñòî äëÿ óäîáñòâà íàïèñàíèÿ.

#define For(a,b) for(a=0;a<b;a++)

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ èñïîëüçóþòñÿ öèêëû ïî êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé îò íóëÿ äî äðóãîé
ïåðåìåííîé. Î÷åíü óäîáíî îôîðìëÿòü èõ â òàêîì âèäå. Ò.å. êîìàíäà For(i, j) ïåðåä
êîìïèëÿöèåé çàìåíèòñÿ íà for(i=0; i<j; i++). Åñëè ïðèâûêíóòü ê òàêîìó ñòèëþ,
òî îí ïîìîæåò ýêîíîìèòü âðåìÿ, êîòîðîå î÷åíü öåííî íà îëèìïèàäå. Òåïåðü ïåðåéäåì
íåïîñðåäñòâåííî ê ðåàëèçàöèè ôóíêöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö:

void mulmatr(matr(a), matr(b), matr(c))

{

int i, j, k;
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For(i, MAXN)

For(j, MAXN) {

c[i][j] = 0;

For(k, MAXN)

c[i][j] += a[i][k] * b[k][j];

}

}

Ðàññìîòðèì åùå îäíî ïîíÿòèå, êîòîðîå ïîçâîëèò íàì ïðèìåíèòü õèòðîñòü, óñêîðÿ-
þùåå ðàáîòó ïðîãðàììû â íåñêîëüêî ðàç.

Òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé ñòîëáöû ñòàíî-
âÿòñÿ ñòðîêàìè, à ñòðîêè � ñòîëáöàìè. Ò.å. 𝐴𝑇 [𝑖][𝑗] = 𝐴[𝑗][𝑖] (𝐴𝑇 - îáîçíà÷åíèå òðàíñ-
ïîíèðîâàííîé ìàòðèöû).

Â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ ìàòðèö ìû áåðåì ñòðîêó îäíîé ìàòðèöû è ñòîëáåö äðóãîé
è îñóùåñòâëÿåì ê íèì ïîñëåäîâàòåëüíûé äîñòóï. Â ïàìÿòè êîìïüþòåðà ìíîãîìåðíûå
ìàññèâû ðàçâîðà÷èâàþòñÿ â îäíîìåðíûå, è äîñòóï ê ñòðîêå èäåò äîâîëüíî áûñòðî, çà
ñ÷åò îïòèìèçàöèé êîìïèëÿòîðà ïðè ïîäñ÷åòå àäðåñíûõ âûðàæåíèé è êýøèðîâàíèÿ (âñå
äàííûå ëåæàò ðÿäîì è àâòîìàòè÷åñêè ïîïàäàþò â êýø). Â ñëó÷àå æå ñî ñòîëáöîì àä-
ðåñíîå âûðàæåíèå (ïîëîæåíèå ýëåìåíòà ìàññèâà â ôèçè÷åñêîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà)
ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü çàíîâî è äàííûå íå ïîïàäàþò â êýø.

Â íàøåé ôóíêöèè ìû îáðàùàåìñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ñòîëáöó MAXN ðàç, çà ñ÷åò ÷åãî
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðåçêî ïàäàåò. Åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ïðèìåíèòü òðàíñïîíèðîâàíèå
ìàòðèöû, à ïîòîì âåðíóòü åå îáðàòíî, òî íàì óäàñòñÿ óñêîðèòü ïðîãðàììó â 3 − 5 ðàç
áåç èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Èçìåíåííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

void mulmatr(matr(a), matr(b), matr(c))

{

int i, j, k;

For(i, MAXN)

For(j, i) {

k = b[i][j];

b[i][j] = b[j][i];

b[j][i] = k;

}

For(i, MAXN)

For(j, MAXN) {

c[i][j] = 0;

For(k, MAXN)

c[i][j] += a[i][k] * b[j][k];

}

For(i, MAXN)

For(j, i) {

k = b[i][j];

b[i][j] = b[j][i];

b[j][i] = k;

}

}
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Â êîíöå ðàáîòû ôóíêöèè ìû âîçâðàùàåì ìàòðèöó 𝐵 â åå èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Òåïåðü
ó íàñ åñòü òîëüêî óìíîæåíèå ñòðîêè íà ñòðîêó, êîòîðîå ïðîèñõîäèò çàìåòíî áûñòðåå.
Ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå ìåòîäû õðàíåíèÿ ñòîëáöà, íàïðèìåð, çàïèñûâàÿ
åãî â îäíîìåðíûé ìàññèâ.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêæå îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð (îäíîìåð-
íûé ìàññèâ). Ïóñòü 𝐴 � ìàòðèöà, 𝐵 - âåêòîð èç ÷èñåë, òîãäà â ðåçóëüòàòå óìíîæå-
íèÿ ìû ïîëó÷èì âåêòîð 𝐶, êîòîðûé áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ èñõîäÿ èç ôîðìóëû 𝐶[𝑖] =
𝐵[𝑖] ×

∑︀𝑛−1
𝑘=0 𝐴[𝑖][𝑘].
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Лекция 2

Битовые операции и структуры

данных

Версия C от 16.11.2009

2.1 Битовые операции

Êàê èçâåñòíî, â êîìïüþòåðàõ îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà.
Ñåé÷àñ íàñ íå áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â àðõèòåêòóðå x86, ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî çàïèñûâàåòñÿ òàê, êàê ýòî ïðèíÿòî: ñëåâà ñòîÿò ñòàðøèå ðàçðÿäû,
ñïðàâà � ìëàäøèå.

Ìû èçó÷èì ñëåäóþùèå îïåðàöèè, êîìáèíàöèÿìè êîòîðûõ áóäåì äîáèâàòüñÿ íóæíûõ
ðåçóëüòàòîâ: îòðèöàíèå (çàìåíà âñåõ 0 íà 1 è íàîáîðîò), èëè, è, èñêëþ÷àþùåå èëè
(ïîðàçðÿäíîå ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2). Îïåðàöèè çàïèñûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê ~,
|, &, ^.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò åùå äâå îïåðàöèè, êîòîðûå íàì ïðèãîäÿòñÿ: ñäâèã âëåâî è
ñäâèã âïðàâî (ñ äîïîëíåíèåì íóëÿìè ñïðàâà è ñëåâà ñîîòâåòñòâåííî). Îíè îáîçíà÷àþòñÿ,
êàê << è >>.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

1. Óñòàíîâèòü 𝑘-ûé ñïðàâà áèò ÷èñëà 𝑛 â 1. Ðàçäåëèì îïåðàöèþ íà äâà ýòàïà: ñî-
çäàíèå ÷èñëà ñ åäèíñòâåííîé 1 íà 𝑘-îé ïîçèöèè è ëîãè÷åñêîå èëè ñ ïåðåìåííîé
𝑛.

j = 1;

j <<= k;

n |= j;

Â áèòîâûõ îïåðàöèÿõ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííóþ çàïèñü îïåðàöèé.

2. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè 𝑘-ûé áèò ïåðåìåííîé 𝑛 åäèíèöåé. Çäåñü âñå äåëàåòñÿ ïî÷òè
òàêæå.

j = 1;

j <<= k;

j &= n;

19
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Åñëè 𝑗 îòëè÷íî îò 0, òî 𝑘-ûé áèò áûë 1, èíà÷å 0.

3. Ïðîâåðèòü, åñòü ëè â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 𝑛 õîòÿ áû îäèí 0. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì: ñîçäàäèì ïåðåìåííóþ, ïîëíîñòüþ ñîñòîÿùóþ èç åäèíèö, à çàòåì
ñðàâíèì ñ 𝑛.

j = 0;

j = ~j;

Åñëè 𝑛 è 𝑗 ñîâïàäàþò, òî íè îäíîãî íóëÿ â çàïèñè 𝑛 íåò.

4. Óñòàíîâèòü 𝑘 ïðàâûõ áèò ïåðåìåííîé 𝑛 â íóëè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ñäâèãà âïðàâî (ïðè ýòîì ñàìûå ïðàâûå áèòû
óäàëÿòñÿ) è ñäâèãà âëåâî íà òî æå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ (ýòè ïîçèöèè çàïîëíÿòñÿ
íóëÿìè).

n >>= k;

n <<= k;

5. Äàíî 𝑛 ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâà èëè êðàò-
íîå äâóì ÷èñëî ðàç, êðîìå îäíîãî, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç. Íåîá-
õîäèìî íàéòè ýòî ÷èñëî.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè óòâåðæäåíèÿìè:
𝑥 ∧ 𝑥 ≡ 0 (¾𝑥 èñêëþ÷àþùåå èëè 𝑥 òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ¿ èëè ¾𝑥 èñêëþ÷àþ-
ùåå èëè 𝑥 ðàâíî 0 äëÿ ëþáîãî 𝑥¿) è (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑥 ≡ 𝑦. Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé
ìîæíî ïðîñòî ïðèìåíèòü èñêëþ÷àþùåå èëè (¾ïîêñîðèòü¿) âñå ÷èñëà, è â ðåçóëü-
òàòå îñòàíåòñÿ èñêîìîå ÷èñëî, ò.ê. âñòðå÷àþùååñÿ ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ðàç ÷èñëà
ñîêðàòÿòñÿ.

k = 0;

For (i, n) {

scanf("%d", &x);

k ^= x;

}

Äîâîëüíî ÷àñòûì ïðèìåíåíèåì áèòîâûõ îïåðàöèé ÿâëÿþòñÿ áèòîâûå áóëåâñêèå ìàññè-
âû (îíè çàíèìàþò â 8 ðàç ìåíüøå ïàìÿòè, ÷åì îáû÷íûå áóëåâñêèå ìàññèâû, ò.ê. äëÿ
õðàíåíèÿ çíà÷åíèÿ ¾èñòèíà¿ èëè ¾ëîæü¿ äîñòàòî÷íî îäíîãî áèòà).

Îïðåäåëèì êàê êîíñòàíòó ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ìàññèâà. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå íîñèòåëÿ òèï int, êîòîðûé ñîñòîèò èç 32 áèò (â ñîâðåìåííûõ êîìïèëÿòîðàõ).

#define MAXN 1000

int bitarr[MAXN];

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ìàññèâ èç 32000 áèò.
Îïèøåì òðè ôóíêöèè set(n) � óñòàíîâêó 𝑛-ãî áèòà â 1, unset(n) � óñòàíîâêó 𝑛-ãî

áèòà â 0 è get(n), êîòîðàÿ áóäåò âîçâðàùàòü çíà÷åíèå 𝑛-ãî áèòà. Âñå ýòè îïåðàöèè ìû
óæå ðàññìàòðèâàëè (óñòàíîâêó áèòà â 0 è 1 è ïîëó÷åíèå çíà÷åíèÿ áèòà), ïîýòîìó ïðè-
âåäåì ïðèìåð òîëüêî îäíîé èç ôóíêöèé, íàïðèìåð, get(int n), à îñòàëüíûå íåñëîæíî
ñäåëàòü ïî àíàëîãèè.
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int get(int n)

{

int seg, off, j = 1;

seg = n / 32;

off = n % 32;

j <<= off;

if ((bitarr[seg] & j) != 0) return 1;

else return 0;

}

Çäåñü seg � èíäåêñ ýëåìåíòà â ìàññèâå, êóäà ïîïàäåò äàííûé áèò, à off � íîìåð áèòà
â ýòîì ýëåìåíòå.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òàêîé ìåòîä ðàáîòàåò ìåäëåííåå, ÷åì îáû÷íûé áóëåâñêèé
ìàññèâ è äîëæåí èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àÿõ, åñëè íàì î÷åíü êðèòè÷íà ïàìÿòü
èëè ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìîñòü â êàêîé ëèáî ñïåöèôè÷íîé ïðîâåðêå, íàïðèìåð, íàéòè
õîòÿ áû îäèí 0 ñðåäè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà 1.

2.2 Стеки

Ñòåêîì íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, â êîòîðîé äàííûå, çàïèñàííûå ïåðâûìè, èç-
âëåêàþòñÿ ïîñëåäíèìè (FILO: First In - Last Out). Íàïðèìåð, åñëè ìû çàïèñàëè â ñòåê
÷èñëà 1, 2, 3, òî ïðè ïîñëåäóþùåì èçâëå÷åíèè ïîëó÷èì 3, 2, 1.

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü ñòåê â âèäå óçêîãî êîëîäöà èëè ðþêçàêà, â êîòîðûé ìû ìîæåì
êëàñòü ïðåäìåò òîëüêî íàâåðõ è çàáèðàòü òîëüêî âåðõíèé ïðåäìåò.

Ìû áóäåì ðåàëèçîâûâàòü ñòåê íà îäíîìåðíîì ìàññèâå, à óêàçàòåëåì íà âåðøèíó
ñòåêà (ïåðâûé ñâîáîäíûé ýëåìåíò â ìàññèâå) â òàêîì ñëó÷àå áóäåò öåëî÷èñëåííàÿ ïåðå-
ìåííàÿ � èíäåêñ ñâîáîäíîãî ýëåìåíòà. Äëÿ ñòåêà îïðåäåëåíû äâå îïåðàöèè push(x) �
çàïèñàòü â ñòåê ýëåìåíò (â íàøåì ñëó÷àå � ÷èñëî) è pop() � èçâëå÷ü èç ñòåêà ýëåìåíò.

Ðàçìåð ñòåêà, êàê è îáû÷íî, îïðåäåëèì â âèäå êîíñòàíòû:
#define MAXN 1000

Ñàì ñòåê áóäåì îïèñûâàòü â âèäå ñòðóêòóðû.

typedef struct

{

int sp;

int val[MAXN];

} stack;

Ìû ìîæåì ñîçäàâàòü ñòåêè, ïðîñòî íàïèñàâ, íàïðèìåð, stack a, b;.
Ïðè ïåðåäà÷å ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè íàì íóæíî áóäåò óêàçûâàòü, ñ êàêèì êîíêðåòíî

ñòåêîì ìû õîòèì ðàáîòàòü, à ÷òîáû äàííûå íå êîïèðîâàëèñü, áóäåì ïåðåäàâàòü èõ ïî
óêàçàòåëþ.

void push(stack *s, int x)

{

s->val[s->sp++] = x;

}
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int pop(stack *s)

{

return s->val[--s->sp];

}

Â ôóíêöèè push ìû çàïèñûâàåì äîáàâëÿåìûé ýëåìåíò â ïåðâóþ ñâîáîäíóþ ïîçè-
öèþ, à çàòåì óâåëè÷èâàåì åå íîìåð (ïîñòèíêðåìåíò). Â ôóíêöèè pop ìû óìåíüøàåì
óêàçàòåëü íà âåðøèíó ñòåêà (ïðåäåêðåìåíò), à çàòåì âîçâðàùàåì çíà÷åíèå èç ïîñëåäíåé
çàíÿòîé ÿ÷åéêè.

Äëÿ ñòåêîâ ñîçäàííûõ â ñòàòè÷åñêîé ïàìÿòè (òàê, êàê ìû ñîçäàâàëè èõ â ïðèìåðå),
âûçîâû ôóíêöèé áóäóò âûãëÿäåòü êàê push(&a, x); x = pop(&a); ãäå x � ÷èñëî, à
a � ñòåê. Ïåðåä ýòèì íåîáõîäèìî èíèöèàëèçèðîâàòü óêàçàòåëü íà âåðøèíó ñòåêà íóëåì
(s.sp = 0).

Ñëîæíîñòü îáåèõ îïåðàöèé íàä ñòåêîì ñîñòàâëÿåò 𝑂(1).
Åñëè íàì áóäóò íåîáõîäèìû êàêèå-òî äîïîëíèòåëüíûå ôóíêöèè ðàáîòû ñî ñòåêîì,

(íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå ïóñò ëè ñòåê èëè êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â íåì), òî âñþ íåîáõîäè-
ìóþ èíôîðìàöèþ ìû ìîæåì íàéòè â ïîëå sp. Íàïîìíèì, ÷òî sp � òåêóùåå êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â ñòåêå.

Ïðè ïëàíèðîâàíèè ðàçìåðà ñòåêà íàäî ó÷èòûâàòü íå îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ,
à ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííî íàõîäÿùèõñÿ â ñòåêå ýëåìåíòîâ (õîòÿ ÷àñòî
ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò).

Ñòåêè èñïîëüçóþòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî è â áîëüøèíñòâå àðõèòåêòóð êîìïüþòåðîâ
ðåàëèçîâàíû àïïàðàòíî. Îäíî èç ïðèìåíåíèé ñòåêîâ ìû ðàññìîòðèì íèæå.

2.3 Очереди

Î÷åðåäü èìååò èíòóèòèâíî ïîíÿòíîå íàçâàíèå. Ýëåìåíò, êîòîðûé ïîïàë â î÷åðåäü
ðàíüøå, âûéäåò èç íåå òàêæå ðàíüøå (ò.å. ýëåìåíòû èçâëåêàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëå-
íèÿ). Ïî-àíãëèéñêè î÷åðåäü íàçûâàåòñÿ queue (¾êüþ¿) èëè FIFO (First In - First Out).

Î÷åðåäü ìû áóäåì ðåàëèçîâûâàòü íà îäíîìåðíîì ìàññèâå, àíàëîãè÷íî ñòåêó. Òóò
íàì ïðèäåòñÿ íåìíîãî îòîéòè îò àíàëîãèé ñ ðåàëüíîñòüþ äëÿ ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè. Åñëè ðåàëèçîâûâàòü î÷åðåäü â ïðîãðàììå êàê î÷åðåäü â ìàãàçèíå, ãäå ëþäè
ïîñòåïåííî äâèãàþòñÿ ê êàññå, òî èçâëå÷åíèå ýëåìåíòà èç î÷åðåäè áóäåò èìåòü ñëîæ-
íîñòü 𝑂(𝑁), ãäå 𝑁 - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â î÷åðåäè), ò.ê. âñå ýëåìåíòû áóäåò íåîáõîäè-
ìî ïåðåäâèíóòü. Ãîðàçäî óäîáíåå â íàøåé ñèòóàöèè ïåðåìåùàòü ¾êàññó¿, ò.å. èçìåíÿòü
óêàçàòåëü íà íà÷àëî î÷åðåäè.

Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò äðóãàÿ ïðîáëåìà: åñëè â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ðàçìåð
î÷åðåäè îãðàíè÷èâàëñÿ êîëè÷åñòâîì îäíîâðåìåííî íàõîäÿùèõñÿ â íåé ýëåìåíòîâ, òî
çäåñü íàì íåîáõîäèìî áóäåò ñîçäàâàòü î÷åðåäü ñ ðàçìåðîì, ðàâíûì îáùåìó êîëè÷åñòâó
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå â íåé ïîáûâàþò.

Ýòó ïðîáëåìó ìû ðåøèì, çàêîëüöåâàâ î÷åðåäü. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü êðóã, ãäå ïîìå-
÷åíû äâå ïîçèöèè � ñ êàêîé óõîäèòü, è íà êàêóþ ñòàíîâèòüñÿ íîâîìó ýëåìåíòó. Äëÿ
ýòîãî â ðåàëèçàöèè ìû áóäåì áðàòü îáà óêàçàòåëÿ ïî ìîäóëþ 𝑀𝐴𝑋𝑁 .

Î÷åðåäü òàêæå ðåàëèçóåì â âèäå ñòðóêòóðû:

typedef struct
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{

int qh, qt;

int val[MAXN];

} queue;

Òåïåðü ìû ìîæåì ñîçäàâàòü î÷åðåäè, ïðîñòî íàïèñàâ queue a, b;/
Äëÿ î÷åðåäè ñóùåñòâóåò äâå îïåðàöèè: èçâëå÷ü ýëåìåíò èç ãîëîâû (head) î÷åðåäè

(deq) è äîáàâèòü ýëåìåíò â õâîñò (tail) î÷åðåäè (enq).

void enq(queue *q, int x)

{

q->val[(q->qt++)%MAXN] = x;

}

int deq(queue *q)

{

return q->val[(q->qh++)%MAXN];

}

Êàê è â ïðîøëûé ðàç, íåîáõîäèìî ïåðåäàâàòü â ôóíêöèè óêàçàòåëü, ò.å. èõ âûçîâ
äîëæåí âûãëÿäåòü êàê: enq(&a, x); x = deq(&a); ãäå x � ÷èñëî, à a � î÷åðåäü. Òàê
æå, êàê è â ñëó÷àå ñî ñòåêîì, ìû äîëæíû ïðåäâàðèòåëüíî èíèöèàëèçèðîâàòü îáà óêà-
çàòåëÿ î÷åðåäè íóëÿìè: a.qt = 0; a.qh = 0;

Ïðèçíàêîì òîãî, ÷òî î÷åðåäü ïóñòà èëè ïåðåïîëíèëàñü, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâåíñòâî
ïîëåé qt è qh. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â î÷åðåäè îïðåäåëÿåòñÿ òàê: qlen = (qt-qh)%MAXN.

Î÷åðåäè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå áóôåðîâ è âî ìíîãèõ óñòðîéñòâàõ ðåàëèçî-
âàíû àïïàðàòíî.

2.4 Деки

Äåêîì (deque) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà, â êîòîðîé äîáàâëåíèå è èçâëå÷åíèå ýëåìåíòîâ
âîçìîæíî ñ äâóõ ñòîðîí. Ò.å. ýòî íåêîòîðàÿ ñìåñü ñòåêà è î÷åðåäè.

Äëÿ äåêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü àáñîëþòíî òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî äëÿ î÷åðåäè, íî
ôóíêöèé áóäåò óæå 4 (äîáàâëåíèå è èçâëå÷åíèå â íà÷àëî è â êîíåö). Äëÿ òàêîé ñòðóê-
òóðû äàííûõ ìû ïðèâåäåì ïðîñòî èñõîäíûé òåêñò, âñå äåëàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî
ñòåêàì è î÷åðåäÿì.

typedef struct

{

int dh, dt;

int val[MAXN];

} deque;

void push_front(deque *d, int x)

{

if (d->dh < 1) d->dh += MAXN;

d->val[(--d->dh)%MAXN] = x;
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}

void push_back(deque *d, int x)

{

d->val[(d->dt++)%MAXN] = x;

}

int pop_front(deque *d)

{

return d->val[(d->dh++)%MAXN];

}

int pop_back(deque *d)

{

if (d->dt < 1) d->dt += MAXN;

return d->val[(--d->dt)%MAXN];

}

Åäèíñòâåííîå óñëîæíåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû äîáàâèëè ïðîâåðêó íà òî, ÷òîáû
óêàçàòåëè íå ñòàíîâèëèñü îòðèöàòåëüíûìè. Òîãäà îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â
äåêå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: dlen = a.dt>a.dh?(a.dt-a.dh)%MAXN:MAXN-(a.dh-a.dt)%MAXN;

÷òî ýêâèâàëåííî çàïèñè:

if (a.dt > a.dh) dlen = (a.dt-a.dh)%MAXN;

else dlen = MAXN - (a.dh-a.dt)%MAXN;

Çäåñü a � äåê. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì äåêà ñëåäóåò óñòàíîâèòü â íîëü
ïîëÿ dh è dt.

2.5 Кучи

Ðèñ. 2.1: Ïðèìåð êó÷è

Êó÷à (ïî-àíãëèéñêè heap) � ñòðóêòóðà äàííûõ, êîòîðàÿ
ìîæåò âûäàâàòü ìèíèìàëüíûé (èëè ìàêñèìàëüíûé) ýëåìåíò
çà 𝑂(1), äîáàâëåíèå íîâîãî ýëåìåíòà è óäàëåíèå ìèíèìàëü-
íîãî ýëåìåíòà ïðîèñõîäèò çà 𝑂(log𝑁) (ãäå 𝑁 � êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â êó÷å). Äðóãèå îïåðàöèè íàä êó÷åé íå îïðåäåëåíû
(õîòÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîãóò áûòü ââåäåíû, îäíàêî ýôôåê-
òèâíîñòü èõ áóäåò íåâûñîêîé, è îíè îáÿçàíû ïîääåðæèâàòü
ñâîéñòâà êó÷è).

Äðóãîå íàçâàíèå êó÷è � î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè, ÷òî è
îòðàæàåò åå ñóùíîñòü.

Ñðàçó ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ðåàëèçàöèè êó÷è íà îäíîìåðíîì ìàññèâå. Íàçîâåì
ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè 𝑖× 2 + 1 è 𝑖× 2 + 2 ïîòîìêàìè ýëåìåíòà ñ èíäåêñîì 𝑖. Ýëåìåíò
𝑖 áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðåäêîì ýòèõ ýëåìåíòîâ. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîòîìêè äâóõ
ðàçíûõ ýëåìåíòîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ, è êàæäûé ýëåìåíò, êðîìå íóëåâîãî, ÿâëÿåòñÿ ÷üèì-
ëèáî ïîòîìêîì. Îñíîâíîå ñâîéñòâî êó÷è: êàæäûé ýëåìåíò íå áîëüøå ñâîèõ ïîòîìêîâ.

Íàïðèìåð, ìàññèâ 1, 6, 8, 7, 12, 9, 10 ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êó÷åé (íàïîìíèì, ÷òî èíäåê-
ñàöèÿ â ìàññèâå íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ).
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Äëÿ õðàíåíèÿ êó÷è ñîçäàäèì ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ ïðåäûäóùèì:

typedef struct

{

int hs;

int val[MAXN];

} heap;

Îïèøåì òðè ôóíêöèè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàïèøåì ôóíêöèþ, âîçâðàùàþùóþ íàè-
ìåíüøèé ýëåìåíò. Îíà áóäåò î÷åíü ïðîñòàÿ, ò.ê. èç ñâîéñòâà êó÷è ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóì
íàõîäèòñÿ â íóëåâîì ýëåìåíòå:

int get_min(heap *h)

{

return h->val[0];

}

Ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî îáÿçàòåëüíî ïðîâåðèòü, ÷òî êó÷à
íå ïóñòà!

Ñëåäóþùåé îïðåäåëèì ôóíêöèþ äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà â êó÷ó. Íîâûé ýëåìåíò áóäåì
äîáàâëÿòü â êîíåö êó÷è, à çàòåì îáìåíèâàòü åãî ñ ïðåäêîì, ïîêà îí ìåíüøå, ÷åì åãî
ïðåäîê èëè ìû íå äîñòèãëè íóëåâîãî èíäåêñà. Ïðè ýòîì ñâîéñòâî êó÷è íå íàðóøèòñÿ.

Ðèñ. 2.2: Äîáàâëåíèå â êó÷ó (ñðàâíèâûåìûå ýëåìåíòû âûäåëåíû)

void add_heap(heap *h, int x)

{

int y, pos=h->hs, npos;

h->val[h->hs++] = x;

npos=(pos-1)/2;

while (pos && h->val[pos] < h->val[npos]) {

y=h->val[pos];

h->val[pos]=h->val[npos];

h->val[npos] = y;

pos=npos;

npos=(pos-1)/2;

}

}

Êàê óæå íàïèñàíî âûøå, ñëîæíîñòü äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà â êó÷ó ñîñòàâëÿåò𝑂(log𝑁) �
êàæäûé ðàç èíäåêñ òåêóùåãî ýëåìåíòà óìåíüøàåòñÿ âäâîå.
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Êðîìå òîãî, ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à óäàëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Ìû áóäåì ðå-
àëèçîâûâàòü ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàïèøåì íà ìåñòî íóëåâîãî ýëåìåíòà ïîñëåäíèé,
óìåíüøèì ðàçìåð êó÷è íà 1 è ïðîñååì íóëåâîé ýëåìåíò ïî êó÷å òàê, ÷òîáû ñîõðàíèëîñü
ñâîéñòâî êó÷è. Áóäåì ðåàëèçîâûâàòü ïðîñåèâàíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ýëåìåíò
áîëüøå, ÷åì ìåíüøèé èç ñâîèõ ïîòîìêîâ, òî ìåíÿåì èõ ìåñòàìè è ïðîäîëæàåì ïðî-
öåññ, ïîêà âûïîëíåíî óñëîâèå èëè ìû íå âûøëè çà ïðåäåëû êó÷è. Â ðåàëèçàöèè ýòîãî
àëãîðèòìà ïðèìåíåíà îäíà õèòðîñòü, êîòîðàÿ áóäåò ïîÿñíåíà íèæå.

void del_heap(heap *h)

{

int minp, pos=0, y;

h->val[0]=h->val[--h->hs];

while (pos*2+1 < h->hs) {

y=pos*2+1;

minp=h->val[y]<h->val[y+1]?y:y+1;

if (h->val[pos]>h->val[minp]) {

y=h->val[pos];

h->val[pos]=h->val[minp];

h->val[minp]=y;

pos=minp;

} else break;

}

}

Íà ïåðâûé âçãëÿä, åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, ãäå òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíà îøèáêà, êîãäà ó
íàñ èìååòñÿ âñåãî îäèí ïîòîìîê (ò.å. pos*2+2 == h->hs). Òàêîé âàðèàíò âîçìîæåí, åñëè
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êó÷å ÷åòíî.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû âûáèðàåì ìèíèìóì èç ïåðâîãî ïîòîìêà è ïåðâîãî ýëåìåíòà âíå
êó÷è, ÷òî, êàçàëîñü áû, ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé îøèáêîé. Íî ìû çíàåì, ÷òî ïðîñåèâàåìîå ÷èñëî
è ïåðâîå ÷èñëî âíå êó÷è, ðàâíû. Ýòî ãàðàíòèðóåò íàì, ÷òî îáìåíà ñ ýëåìåíòîì âíå êó÷è
íå ïðîèçîéäåò, à åñëè íåîáõîäèì îáìåí ñ åäèíñòâåííûì ïîòîìêîì, òî îí áóäåò âûïîëíåí
êîððåêòíî.

2.6 Динамически расширяемые массивы

Äî ñèõ ïîð ìû èñïîëüçîâàëè ñòàòè÷åñêèå ìàññèâû, èõ ðàçìåð áûë îïðåäåëåí çàðàíåå
è íå ìîã èçìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå ðàáîòû ïðîãðàììû. Ýòî îáû÷íûé è ïðàâèëüíûé ìåòîä,
îòõîäèòü îò êîòîðîãî ñòîèò òîëüêî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ. Íàïðèìåð, êîãäà ìû èìååì
ìíîãî ìàññèâîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíîé äëèíû, è èçâåñòíî òîëüêî îãðàíè-
÷åíèå íà ñóììó èõ äëèí èëè äëèííàÿ àðèôìåòèêà (â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî õðàíèòü
öèôðû â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïðèæàòûìè ê ëåâîìó êðàþ, à íå â ïðÿìîì ïîðÿäêå, êàê îá
ýòîì ãîâîðèëîñü â ïåðâîé ëåêöèè).

Âíà÷àëå ìû âûäåëÿåì êàêîå-òî êîëè÷åñòâî ïàìÿòè ïîä ìàññèâ, à çàòåì, ïî ìåðå íåîá-
õîäèìîñòè, ðàñøèðÿåì ìàññèâ. Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ íàèâíûì ìåòîäîì, ò.å. óâåëè÷èâàòü
ìàññèâ íà 1 ýëåìåíò êàæäûé ðàç, êîãäà ìû âûøëè çà òåêóùèé ðàçìåð, òî ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòü áóäåò î÷åíü ìàëà. Îïåðàöèÿ ðàñøèðåíèÿ ìàññèâà òðåáóåò íåêîòîðûõ íàêëàä-
íûõ ðàñõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàáîòîé ÎÑ ïî ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ïàìÿòè, à â íåóäà÷íîì
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ñëó÷àå òðåáóåòñÿ åùå è êîïèðîâàíèå âñåãî ñîäåðæèìîãî ìàññèâà â íîâóþ îáëàñòü ïàìÿ-
òè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìàññèâ â ÿçûêå Ñè îáÿçàí áûòü íåïðåðûâíûì, à ðàñøèðèòü
åãî íà ñóùåñòâóþùåé ïàìÿòè íå âñåãäà âîçìîæíî.

Ìû áóäåì ðåàëèçîâûâàòü êîìïðîìèññíûé ïî âðåìåíè è òðåáóåìîé ïàìÿòè âàðèàíò,
îí áóäåò âûïîëíÿòü log𝑁 âûäåëåíèé ïàìÿòè (ãäå 𝑁 � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìàññèâå),
à íåèñïîëüçîâàííîé îñòàíåòñÿ íå áîëüøå ïîëîâèíû ïàìÿòè, âûäåëåííîé ïîä ìàññèâ.

Âíà÷àëå ìû ñîçäàäèì ìàññèâ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ðàçìåðà, à êîãäà êîëè÷åñòâî
èñïîëüçîâàííûõ ýëåìåíòîâ áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê òåêóùåìó ðàçìåðó � áóäåì óâåëè÷è-
âàòü ðàçìåð ìàññèâà âäâîå. Ýòî è äàñò íàì òðåáóåìóþ ñëîæíîñòü â log𝑁 âûäåëåíèé
ïàìÿòè, à ïîëîâèíà íåèñïîëüçîâàííîé ïàìÿòè âîçíèêíåò â ñëó÷àå, åñëè ìû ïðåêðàòèëè
äîáàâëåíèå ýëåìåíòîâ ñðàçó ïîñëå î÷åðåäíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàññèâà.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé âûäåëåíèÿ ïàìÿòè â ÿçûêåСи ìû äîëæíû ïîäêëþ÷èòü
áèáëèîòåêó stdlib.h.

Äîïóñòèì, ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à ñ÷èòàòü íåèçâåñòíîå çàðàíåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë äî
êîíöà ôàéëà. Ýòî ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ôðàãìåíòà ïðîãðàììû:

int now=0, size=2, i, *a;

a=(int*)malloc(sizeof(int)*size);

while (scanf("%d", &a[now++]) == 1)

if (now >= size-1) {

size*=2;

a=(int*)realloc(a, sizeof(int)*size);

}

Â êîíöå ïðîãðàììû (èëè êîãäà ìàññèâ ïåðåñòàë áûòü íàì íóæíûì), íåîáõîäèìî
îñâîáîäèòü âûäåëåííóþ ïàìÿòü. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè free(a);

Â îáùåì ñëó÷àå, äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìûå ìàññèâû ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî íåïëîõèì
ñðåäñòâîì õðàíåíèÿ íåèçâåñòíîãî çàðàíåå êîëè÷åñòâà äàííûõ ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëü-
øèìè íàêëàäíûìè ðàñõîäàìè. Â äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìûõ ìàññèâàõ ìîæíî äåëàòü
âñå òî æå ñàìîå, ÷òî è â îáû÷íûõ ìàññèâàõ, ýòî äåëàåò èõ âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíûìè.

Êðîìå òîãî, ïî íåîáõîäèìîñòè, ðàçìåð ìàññèâà ìîæíî óìåíüøàòü òîé æå ñàìîé
ôóíêöèåé realloc; ìîæíî óìåíüøàòü ðàçìåð ìàññèâà âäâîå, åñëè èç íåãî ïðîèñõîäèò
óäàëåíèå (ëîãè÷íî äåëàòü ýòî â ñëó÷àå, åñëè now*2 < size). Îäíàêî, ÷òîáû èçáåæàòü
ñëèøêîì ÷àñòîãî èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ìàññèâà, êîãäà îí ïî÷òè çàïîëíåí, ìîæíî ïîñòà-
âèòü óñëîâèå íà óìåíüøåíèå now*4 < size, íî ðàçìåð ìàññèâà ïî-ïðåæíåìó óìåíüøàòü
âäâîå.

2.7 Списки

Ðàññìîòðèì åùå îäíó äèíàìè÷åñêóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, íàçûâàåìóþ ñâÿçíûì ñïèñ-
êîì. Êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðó, îäíî ïîëå êîòîðîé ñîäåð-
æèò èíôîðìàöèþ (êëþ÷), à äðóãîå � ññûëêó íà ñëåäóþùèé ýëåìåíò. Ñóùåñòâóþò òàêæå
äâóñâÿçíûå ñïèñêè, â êîòîðûõ õðàíèòñÿ ññûëêà íå òîëüêî íà ñëåäóþùèé ýëåìåíò, íî
è íà ïðåäûäóùèé. Íà÷èíàåòñÿ ñïèñîê ñ óêàçàòåëÿ íà ýëåìåíò ñïèñêà. Â öåëîì åãî âèä
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îäèí ýëåìåíò ñïèñêà áóäåì îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:
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head

key1

next

key2

next

key3

null

Ðèñ. 2.3: Îáùèé âèä ñïèñêà

typedef struct

{

int key;

struct _list *next;

} list;

×òîáû ðàáîòàòü ñî ñïèñêîì, íåîáõîäèìû óêàçàòåëè íà ýëåìåíò, êîòîðûå çàâîäÿòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: list *head=NULL, *temp; Äîâîëüíî íåîáû÷íî ïðîèñõîäèò îïåðà-
öèÿ äîáàâëåíèÿ â ñïèñîê: ÷òîáû äîáèòüñÿ ñëîæíîñòè 𝑂(1), äîáàâëåíèå ïðîèñõîäèò â
íà÷àëî ñïèñêà. Ýòî ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì ôðàãìåíòîì êîäà:

temp = (list*)malloc(sizeof(list));

temp->key = newkey;

temp->next = head;

head = temp;

Ïåðâàÿ ñòðîêà âûäåëÿåò ïàìÿòü ïîä íîâûé ýëåìåíò, âòîðàÿ çàïèñûâàåò íîâîå çíà-
÷åíèå êëþ÷à, îñòàëüíûå ïîÿñíèì ðèñóíêîì.

head

key1

next

key2

next

key3

null

newkey

next

1
2

Ðèñ. 2.4: Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â íà÷àëî ñïèñêà

Àíàëîãè÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ âñòàâêà ïîñëå ýëåìåíòà, íà êîòîðûé èìååòñÿ ññûëêà,
äîñòàòî÷íî çàìåíèòü head â íàøåì êîäå íà åãî ïîëå next.

Ïîèñê ýëåìåíòà ïî êëþ÷ó îñóùåñòâëÿåòñÿ çà 𝑂(𝑁) � íàì íåîáõîäèìî ïðîéòè âåñü
ñïèñîê. Íàïèøåì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò óêàçàòåëü íà ýëåìåíò ïî åãî çíà÷åíèþ
êëþ÷à èëè NULL, åñëè ýëåìåíòà ñ òàêèì êëþ÷îì íå ñóùåñòâóåò.

list* find(list* head, int key)

{

list *now=head;

while (now != NULL) {
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if (key == now->key) break;

now = now->next;

}

return now;

}

Îäíàêî, óäàëåíèå ýëåìåíòà íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü òîëüêî çíàÿ ññûëêó íà íåãî
(ò.ê. íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñïèñîê îñòàëñÿ ñâÿçíûì, à óäàëåíèå ýëåìåíòà ñîçäàñò â íåì
¾äûðêó¿). Íàïèøåì îòäåëüíóþ ôóíêöèþ óäàëåíèÿ ýëåìåíòà ñ çàäàííûì êëþ÷îì è
âîçâðùóþùóþ ññûëêó íà íîâûé ñïèñîê (áåç ýòîãî ýëåìåíòà).

list* del(list *head, int key)

{

list *now=head, *prev;

if (key == head->key) {

head = head->next;

free(now);

} else {

prev = now;

now = now->next;

if (key == now->key) {

prev->next = now->next;

free(now);

}

}

return head;

}

Çäåñü ìû îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà íåîáõîäèìî óäàëèòü ïåðâûé ýëå-
ìåíò ñïèñêà, ò.ê. îí íå èìååò ïðåäûäóùåãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû äåëàåì óäàëåíèå
ñîãëàñíî ðèñóíêó:

head

key1

next

key2

next

key3

null

prev now

1

2
null

Ðèñ. 2.5: Óäàëåíèå ýëåìåíòà èç ñïèñêà

Íàä ñïèñêîì ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé (íàïðèìåð, îáúåäè-
íåíèå äâóõ ñïèñêîâ, óäàëåíèå ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèõ êàêèì-ëèáî ïðèçíàêîì è ò.ä.), íî
îíè âñå áàçèðóþòñÿ íà èçëîæåííûõ âûøå èäåÿõ.
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2.8 Сравнение динамических структур

Ìû èçó÷èëè äâå ñòðóêòóðû â äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè: äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìûé
ìàññèâ (âîîáùå ãîâîðÿ, ìàññèâ èçìåíÿåìîãî ðàçìåðà, ò.ê. îí ìîæåò è óìåíüøàòüñÿ) è
ñïèñêè. Âî-ïåðâûõ, îöåíèì òðåáîâàíèÿ ê ïàìÿòè. Äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìûé ìàññèâ
ìîæåò èìåòü òàêîå æå êîëè÷åñòâî ïóñòûõ ýëåìåíòîâ, êàê è íåïóñòûõ, ò.å. åãî òðåáî-
âàíèå ê ïàìÿòè, â õóäøåì ñëó÷àå, çàïèñûâàåòñÿ êàê 2*N*sizeof(key), äëÿ ñïèñêà ýòî
òðåáîâàíèå çàïèñûâàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå êàê N*(sizeof(key)+sizeof(*key)). Çäåñü
N � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ñòðóêòóðå, sizeof(key) � ðàçìåð êëþ÷à, sizeof(*key) �
ðàçìåð óêàçàòåëÿ (îáû÷íî 4 áàéòà). Òàê äëÿ êëþ÷à òèïà int (4 áàéòà) õóäøèé ñëó÷àé
äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìîãî ìàññèâà ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ñëó÷àåì ñïèñêà.

Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïî âðåìåíè ðàáîòû èçìåðÿëàñü â òèêàõ (GetTickCount) íà 107

ýëåìåíòàõ:

Создание Поиск Удаление Доступ

Массив 422 31 78 0
Список 4688 63 63 63

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñòðóêòóðû çàïîëíÿëèñü ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷èñëàìè îò 0 äî 107 −
1, ïîèñê, óäàëåíèå è äîñòóï ïî èíäåêñó îñóùåñòâëÿëèñü ê ýëåìåíòó ñ íîìåðîì 107/2.
Äëÿ çàïîëíåíèÿ, ïîèñêà è óäàëåíèÿ ýëåìåíòà â ñïèñêå èñïîëüçîâàëèñü ïðèâåäåííûå
âûøå ôóíêöèè, ïðè óäàëåíèè ýëåìåíòà â ñåðåäèíå ìàññèâà îñóùåñòâëÿëñÿ ñäâèã êîíöà
ìàññèâà (¾äûðêà¿ íå îáðàçîâûâàëàñü).

Îñòàâèì çíà÷åíèÿ â òàáëèöå áåç êîììåíòàðèåâ, è â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñïèñêè â çàäà÷àõ, ãäå êðèòè÷íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü (áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â
ñïèñêàõ) òîëüêî â ñëó÷àå êðàéíåé íåîáõîäèìîñòè. Êðàéíÿÿ íåîáõîäèìîñòü âîçíèêàåò,
êîãäà ïðîèñõîäèò ìíîãî âñòàâîê (èëè óäàëåíèé) â ñðåäèíó è, îñîáåííî, åñëè ïîçèöèÿ
äëÿ âñòàâêè (óäàëåíèÿ) íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ.

2.9 Хеш-таблицы

Äîïóñòèì, ïåðåä íàìè ñòîèò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íàì äàåòñÿ ìíîæåñòâî êëþ÷åé (óíè-
êàëüíûõ çíà÷åíèé) è òðåáóåòñÿ óìåòü áûñòðî ïðîâåðÿòü, âõîäèò ëè êëþ÷ â íàøå ìíî-
æåñòâî. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî êëþ÷åé ìîæåò èçìåíÿòüñÿ, ò.å. êëþ÷è ìîãóò äîáàâëÿòüñÿ
è èñêëþ÷àòüñÿ èç ìíîæåñòâà.

Ñåé÷àñ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå íà ÷èñëîâûõ ïðèìåðàõ. Äîïóñòèì, íàì äàí
íàáîð öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 10000, à çàòåì èäåò ñåðèÿ çàïðîñîâ âèäà ¾åñòü ëè ÷èñëî
𝑋 â ìíîæåñòâå?¿. Ìû ìîæåì ñîçäàòü áóëåâñêèé ìàññèâ, â êîòîðîì áóäåì ïîìå÷àòü,
âñòðå÷àëîñü äàííîå ÷èñëî èëè íåò. Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü îäíîãî çàïðîñà áóäåò 𝑂(1).

Åñëè æå ÷èñåë áîëüøå, òî ìû ìîæåì ïîïðîáîâàòü èñïîëüçîâàòü äëÿ õðàíåíèÿ ïðè-
çíàêà íàëè÷èÿ ÷èñëà âî ìíîæåñòâå íå 1 áàéò, à 1 áèò, ïîëüçóÿñü áèòîâûìè ôóíêöèÿìè.
Ýòî äàñò íàì âîçìîæíîñòü óâåëè÷èòü ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ÷èñëà â 8 ðàç. Íî è ýòîãî
ìîæåò íå õâàòèòü. Íàïðèìåð, åñëè ÷èñëà èçìåíÿþòñÿ îò 0 äî 231, òî òàêóþ òàáëèöó
íåâîçìîæíî ðàçìåñòèòü â ïàìÿòè, êîòîðàÿ äàåòñÿ íàøåìó ðåøåíèþ.

Ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Íàïðèìåð, ïóñòü ìàêñè-
ìàëüíûé ðàçìåð ìíîæåñòâà ðàâåí 1000, à êàæäûé ýëåìåíò ìîæåò áûòü â ïðåäåëàõ îò 0
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äî 231. Åñëè ìû áóäåì ñîçäàâàòü òàáëèöó ðàçìåðîì 231 ýëåìåíòîâ, òî áóäåò èñïîëüçîâàíà
ìåíüøå åå îäíîé ìèëëèîííîé ÷àñòè.

Áóäåì ðåøàòü òàêîé êëàññ çàäà÷ (êîãäà êîëè÷åñòâî ÷èñåë íàìíîãî ìåíüøå ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ) ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ õåø-òàáëèö.

Ââåäåì ïîíÿòèå õåø-ôóíêöèè, êàê ôóíêöèè, îòîáðàæàþùåé ìíîæåñòâî êëþ÷åé (â
íàøåì ñëó÷àå ÷èñåë îò 0 äî 231) â ìåíüøåå ìíîæåñòâî êëþ÷åé (ñîèçìåðèìîå ñ ìàê-
ñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ � â íàøåì ñëó÷àå ñ 1000). Õåø-ôóíêöèÿ äîëæíà
îáëàäàòü äâóìÿ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè: áûòü áûñòðîé è ðàâíîìåðíî ãåíåðèðîâàòü êëþ-
÷è (ò.å. ÷òîáû îäíîìó è òîìó æå êëþ÷ó â ìàëîì ìíîæåñòâå ñîîòâåòñòâîâàëî ïðèìåðíî
ðàâíîå êîëè÷åñòâî êëþ÷åé â áîëüøîì ìíîæåñòâå). Èíîãäà îò õåø-ôóíêöèè òðåáóþò
íåóñòîé÷èâîñòè (ò.å. ÷òîáû ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ êëþ÷åé áîëüøîãî ìíîæåñòâà îíà
ãåíåðèðîâàëà ñèëüíî îòëè÷àþùèåñÿ êëþ÷è ìàëîãî ìíîæåñòâà).

Ðàçìåð òàáëèöû (âîîáùå ãîâîðÿ, îäíîìåðíîãî ìàññèâà) äëÿ ýôôåêòèâíîé ðàáîòû
äîëæåí áûòü áîëüøå, ÷åì óäâîåííîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìàëîãî ìíîæåñòâà. Îáîçíà-
÷èì ðàçìåð òàáëèöû çà 𝑁 .

Áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå õåø-ôóíêöèè îïåðàöèþ âçÿòèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ
÷èñëà áîëüøîãî ìíîæåñòâà íà N (X % N). Ýòî äîñòàòî÷íî õîðîøàÿ ôóíêöèÿ: ñ÷èòàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî áûñòðî è ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî. Èòàê, ìû ñ÷èòàåì îñòàòîê îò äåëåíèÿ
íàøåãî ÷èñëà X íà N è çàïèñûâàåì X â ÿ÷åéêó ñ èíäåêñîì X % N. Çàòåì, ïðè ïðîâåð-
êå ÷èñëà Y, ìû ïðîñòî ñìîòðèì íà ÿ÷åéêó Y % N è, åñëè ÷èñëî Y íàõîäèòñÿ òàì, òî
âîçâðàùàåì ïðèçíàê íàëè÷èÿ. Ñëîæíîñòü îïÿòü ïîëó÷àåòñÿ 𝑂(1).

Îäíàêî âîçíèêàåò ïðîáëåìà � íåñêîëüêî ÷èñåë ìîãóò èìåòü îäèíàêîâûé îñòàòîê
îò äåëåíèÿ íà 𝑁 . Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ¾êîëëèçèåé¿. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïî-
ñîáîâ ðàçðåøåíèÿ êîëëèçèé, ìû ðàññìîòðèì ñïîñîá ñî ñïèñêàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó çíà÷åíèþ îñòàòêà (îäíîé ÿ÷åéêå õåø-òàáëèöû).
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Ðèñ. 2.6: Ïðèìåð õåø-òàáëèöû

Äîïóñòèì, ðàçìåð íàøåé õåø-òàáëèöû ðàâåí 8 è â
íåå áûëè âíåñåíû ýëåìåíòû 6, 19, 27, 11, 16, 22. Òîãäà
îíà áóäåò âûãëÿäåòü êàê íà ðèñóíêå.

Èñïîëüçîâàíèå ñïèñêîâ â äàííîì ñëó÷àå óìåñò-
íî, ò.ê. êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êàæäîì ñïèñêå áóäåò
íåáîëüøèì. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äèíàìè÷åñêè ðàñ-
øèðÿåìûå ìàññèâû, åñëè çíà÷åíèé â õåø-òàáëèöå äî-
ñòàòî÷íî ìíîãî. Òåïåðü äëÿ äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà íàì
íàäî ïîäñ÷èòàòü åãî õåø-ôóíêöèþ è ïîìåñòèòü â ñî-
îòâåòñòâóþùèé ýòîìó çíà÷åíèþ ñïèñîê. Äëÿ ïðîâåðêè
ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ìíîæåñòâó íàì òàêæå íàäî
ïîñ÷èòàòü åãî õåø-ôóíêöèþ è ïîïûòàòüñÿ íàéòè åãî â
íàøåì ñïèñêå.

Â ñðåäíåì òàêàÿ õåø-òàáëèöà áóäåò ðàáîòàòü çà
𝑂(1), ò.ê. êîëëèçèè áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ðåäêî. Åå ìîæíî ¾çàâàëèòü¿ ïî âðåìåíè òîëüêî
â ñëó÷àå, åñëè òî÷íî çíàòü ðàçìåð òàáëèöû, à ïðè èñïîëüçîâàíèè íàáîðà òåñòîâ äëÿ
ïðîâåðêè çàäà÷è ýòî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ñëåäóåò âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûé ðàçìåð,
áîëüøèé 2 × 𝑁 , ãäå 𝑁 � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, îäíîâðåìåííî íàõîäÿ-
ùèõñÿ â õåø-òàáëèöå.

Ôóíêöèè ðàáîòû ñ õåø-òàáëèöåé ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàê:

typedef struct {
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struct -node *next;

int data;

} node;

node **hashTable;

int hashTableSize;

int hash(int data) {

return (data % hashTableSize);

}

node *insertnode(int data) {

node *p, *p0;

int bucket;

bucket = hash(data);

p = (node*) malloc(sizeof(node));

p0 = hashTable[bucket];

hashTable[bucket] = p;

p->next = p0;

p->data = data;

return p;

}

void deletenode(int data) {

node *p0, *p;

int bucket;

p0 = 0;

bucket = hash(data);

p = hashTable[bucket];

while (p && (p->data != data)) {

p0 = p;

p = p->next;

}

if (!p) return;

if (p0) p0->next = p->next;

else hashTable[bucket] = p->next;

free (p);

}

node *findnode (int data) {

node *p;

p = hashTable[hash(data)];

while (p && (p->data != data)) p = p->next;

return p;

}

Ïåðåä ðàáîòîé íåîáõîäèìî ñîçäàòü õåø-òàáëèöó â äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè è óñòàíî-
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âèòü åå ðàçìåð. Íàïðèìåð:

hashTableSize = 20001;

hashTable = (node**) malloc(hashTableSize*sizeof(node*));

Êðîìå òîãî, õåø-ôóíêöèè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ, íàïðèìåð ïðè
ñðàâíåíèè ñëîæíûõ îáúåêòîâ. Ìû çàðàíåå ñ÷èòàåì õåø-ôóíêöèþ îò êàæäîãî îáúåêòà, à
çàòåì, ïðè ñðàâíåíèè, â ïåðâóþ î÷åðåäü ñðàâíèâàåì çíà÷åíèÿ õåø-ôóíêöèÿ è ïðîâîäèì
ñðàâíåíèå äëÿ îáúåêòîâ ïîëíîñòüþ òîëüêî â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ õåøåé.

Íàïðèìåð, ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïîäñ÷èòàòü õåø-ôóíêöèþ îò ñòðîêè � ñëîæèòü êîäû
âñåõ ñèìâîëîâ, âõîäÿùèõ â ñòðîêó. Òàêàÿ õåø-ôóíêöèÿ áóäåò ãåíåðèðîâàòü îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ äëÿ ñòðîê, êîòîðûå ñîäåðæàò îäèíàêîâûå áóêâû, íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìåòîäû ïîäñ÷åòà õåø-ôóíêöèè îò ñòðîêè, íàïðèìåð ïîäñ÷åò
ïîëèíîìà ïî êàêîìó-ëèáî ìîäóëþ.

Õåø-ôóíêöèÿ îò ñòðîêè îáû÷íî äîëæíà õîðîøî ïåðåñ÷èòûâàòüñÿ ïðè óäàëåíèè ïåð-
âîãî ñèìâîëà ñòðîêè è äîáàâëåíèè íîâîãî ñèìâîëà � ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òàêîå
õåøèðîâàíèå ïðè ïîèñêå ïîäñòðîêè â ñòðîêå (ìåòîä Ðàáèíà-Êàðïà).

Â ïðèíöèïå, õåø-ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ââåäåíà äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ.

2.10 Механизм запуска функций и рекурсия

Ðàññìîòðèì ìåõàíèçì çàïóñêà ôóíêöèè â ïðîãðàììå.
Ïðè âûçîâå ôóíêöèè íåîáõîäèìî:

∙ ñîõðàíèòü òåêóùèå çíà÷åíèÿ ðåãèñòðîâ ïðîöåññîðà

∙ çàïîìíèòü ¾òî÷êó âîçâðàòà¿, ò.å. òî ìåñòî, êóäà ìû äîëæíû âåðíóòüñÿ ïîñëå âû-
ïîëíåíèÿ ôóíêöèè (âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî òîæå ñïåöèàëüíûå ðåãèñòðû ïðîöåññîðà)

∙ ïåðåäàòü ïàðàìåòðû â ôóíêöèþ

∙ âûäåëèòü ìåñòî ïîä ëîêàëüíûå ïåðåìåííûå. Ñàì êîä ôóíêöèè õðàíèòñÿ îòäåëüíî
â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè

Âñå ýòè äàííûå ïîìåùàþòñÿ â ñòåê. Òàêèì îáðàçîì, îí èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü
Локальные переменные функции

Параметры функции

Значения регистров процессора и адрес точки возврата

Данные, которые были в стеке до вызова функции

Êàê âèäíî, äëÿ âûçîâà ôóíêöèè òðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ,
ïîýòîìó êîðîòêèå ôóíêöèè ñëåäóåò îôîðìëÿòü â âèäå ìàêðîñîâ èëè äåëàòü èõ inline
(âñòðàèâàåìûìè), ÷òî ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, òåì æå ìàêðîñîì â ¾îñîâðåìåíåííîì¿ âèäå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåêóðñèâíûì âûçîâàì ôóíêöèè. Óñëîâèìñÿ ðàçäåëÿòü ¾ôóíê-
öèþ¿ (ìàøèííûé êîä êîìàíä ôóíêöèè) è ¾ýêçåìïëÿð ôóíêöèè¿ (ñîâîêóïíîñòü ñîäåð-
æèìîãî îáëàñòè ñòåêà äëÿ ýòîé ôóíêöèè âìåñòå ñ ìàøèííûì êîäîì).

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ (ñëåâà çàäàíû
íîìåðà ñòðîê):
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1 void rec(int n) {

2 if (n > 0)

3 геc(п-1);

4 printf("%d ", n);

5 }

6

7 int main(void) {

8 rec (2) ;

9 return 0;

10 }

Ïåðâûé âûçîâ ôóíêöèè ïðîèçîéäåò íà ñòðîêå 8. Ñîäåðæèìîå ñòåêà ïðè ýòîì áóäåò
òàêèì (ñîäåðæèìîå àêòèâíîãî ýêçåìïëÿðà âûäåëåíî).

Параметр функции n = 2

Возврат в функцию main после строки 8

Çàòåì ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèé âûçîâ ôóíêöèè èç ýêçåìïëÿðà 1 â ñòðîêå 3. Ñîäåðæè-
ìîå ñòåêà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

Параметр функции n = 1

Возврат в первый экземпляр функции rec после строки 3

Ïàðàìåòð ôóíêöèè n = 2
Âîçâðàò â ôóíêöèþ main ïîñëå ñòðîêè 8

Çàòåì åùå îäèí âûçîâ è ñîçäàíèå íîâîãî ýêçåìïëÿðà:

Параметр функции n = 0

Возврат во второй экземпляр функции rec после строки 3

Ïàðàìåòð ôóíêöèè n = 1
Âîçâðàò â ïåðâûé ýêçåìïëÿð ôóíêöèè rec ïîñëå ñòðîêè 3

Ïàðàìåòð ôóíêöèè n = 2
Âîçâðàò â ôóíêöèþ main ïîñëå ñòðîêè 8

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð ñòàë ðàâåí 0, òî ñëåäóþùåãî âûçîâà íå ïðîèçîéäåò. Áóäåò âû-
âåäåíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà (ò.å. ÷èñëî 0) è ïðîèçîéäåò âûõîä èç ôóíêöèè (ïåðåõîä ê
òî÷êå âîçâðàòà è óäàëåíèå èç ñòåêà âñåõ äàííûõ ýòîãî ýêçåìïëÿðà ôóíêöèè). Ò.å. ñòåê
ñíîâà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Параметр функции n = 1

Возврат в первый экземпляр функции rec после строки 3

Ïàðàìåòð ôóíêöèè n = 2
Âîçâðàò â ôóíêöèþ main ïîñëå ñòðîêè 8
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Ïîñëå òðåòüåé ñòðîêè âòîðîãî ýêçåìïëÿðà ôóíêöèè èäåò òîëüêî âûâîä ïàðàìåòðà
(ò.å. âûâîäèòñÿ ÷èñëî 1). Áîëüøå íèêàêèõ äåéñòâèé â ýòîì ýêçåìïëÿðå íå ïðîèñõîäèò, à
çíà÷èò ïðîèñõîäèò âîçâðàò â ïåðâûé ýêçåìïëÿð ôóíêöèè ïîñëå òðåòüåé ñòðîêè è ñòåê
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Параметр функции n = 2

Возврат в функцию main после строки 8

Ïåðâûé ýêçåìïëÿð ôóíêöèè ïîñëå òðåòüåé ñòðîêè âûâîäèò ñâîé ïàðàìåòð (2) è çà-
êàí÷èâàåò ðàáîòó � ïðîèñõîäèò âîçâðàò â ôóíêöèþ main, êîòîðàÿ òàêæå çàêàí÷èâàåò
ñâîþ ðàáîòó.

Âûâîä ïðîãðàììû áóäåò 0 1 2.
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Лекция 3

Алгоритмы поиска

Версия C от 16.11.2009

3.1 Поиск в неупорядоченных массивах

Ñàìûì ïðîñòûì âàðèàíòîì ïîèñêà ìîæíî ñ÷èòàòü ïîèñê ýëåìåíòà â îäíîìåðíîì
íåóïîðÿäî÷åííîì ìàññèâå. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàí îäíîìåð-
íûé íåóïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ, ñîñòîÿùèé èç öåëûõ ÷èñåë, è íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü,
ñîäåðæèòñÿ ëè äàííîå ÷èñëî â ýòîì ìàññèâå.

Ïóñòü ìàññèâ íàçûâàåòñÿ a è ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, à èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî 𝑘. Òîãäà
êîä, îñóùåñòâëÿþùèé ïîèñê, ìîæíî çàïèñàòü òàê:

int j = -1;

for (i=0; i < n; i++)

if (a[i] == k) j = i;

Â ñëó÷àå åñëè ÷èñëî 𝑘 íè ðàçó íå âñòðå÷àëîñü â ìàññèâå, 𝑗 áóäåò ðàâíî −1. Ïðèâå-
äåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ áóäåò èñêàòü ïîñëåäíåå âõîæäåíèå ÷èñëà 𝑘 â ìàññèâå 𝑎. Åñëè íàì
íåîáõîäèìî èñêàòü ïåðâîå âõîæäåíèå, òî âìåñòî ïðèñâàèâàíèÿ 𝑗 = 𝑖 ñëåäóåò äîáàâèòü
îïåðàòîð break; (â ýòîì ñëó÷àå èñêîìûé èíäåêñ áóäåò õðàíèòüñÿ â ïåðåìåííîé 𝑖).

È â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå àëãîðèòì áóäåò èìåòü ñëîæíîñòü 𝑂(𝑁).
Íà ýòîì ïðèìåðå ìîæíî ðàññìîòðåòü ¾áàðüåðíûé¿ ìåòîä, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïî-

ëåçåí â î÷åíü ìíîãèõ çàäà÷àõ. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ áàðüåðíîãî ìåòîäà íàø ìàññèâ äîë-
æåí èìåòü îäèí äîïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò (ò.å. åãî äëèíà äîëæíà áûòü íå ìåíüøå, ÷åì
𝑛 + 1 ýëåìåíò). Îòìåòèì, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî èñêàòü òîëüêî ïåðâîå âõîæäåíèå
ýëåìåíòà:

a[n+1] = k;

for (i=0; a[i] != k; i++);

Åñëè ýëåìåíò 𝑘 âñòðå÷àåòñÿ â ìàññèâå, òî åãî èíäåêñ áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïåðåìåííîé
𝑖, åñëè æå òàêîé ýëåìåíò â ìàññèâå íå âñòðå÷àåòñÿ, òî 𝑖 áóäåò ðàâíî 𝑛 + 1.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà â ìàññèâå. Òàê æå êàê
è ïðè ïîèñêå âõîæäåíèÿ ýëåìåíòà, áóäåì èñêàòü íå ñàìî çíà÷åíèÿ ìèíèìóìà èëè ìàê-
ñèìóìà, à èíäåêñ ìèíèìàëüíîãî (ìàêñèìàëüíîãî) ýëåìåíòà. Ýòî èçáàâèò íàñ îò ìíîãèõ
ïðîáëåì è ïîçâîëèò ñîâåðøàòü ìåíüøåå êîëè÷åñòâî îøèáîê ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè.
Ïîèñê ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà â ìàññèâå a áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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imin = 0;

For (i, n)

if (a[i] < a[imin]) imin = i;

Èíäåêñ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà áóäåò õðàíèòüñÿ â ïåðåìåííîé 𝑖𝑚𝑖𝑛, à ñàì ìèíè-
ìóì ðàâåí 𝑎[𝑖𝑚𝑖𝑛]. Ìèíèìóì è ìàêñèìóì ñëåäóåò îáÿçàòåëüíî èñêàòü ïî èíäåêñó, à íå
ïî çíà÷åíèþ. Íàïðèìåð, åñëè ìû áóäåì ïûòàòüñÿ õðàíèòü íåïîñðåäñòâåííî çíà÷åíèå
ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà, òî ìîæåì ëåãêî îøèáèòüñÿ ñ íà÷àëüíîé èíèöèàëèçàöèåé.
Íàïðèìåð, äëÿ ìàññèâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ, êîòîðûìè èçíà÷àëü-
íî ñëåäóåò èíèöèàëèçèðîâàòü ìèíèìóì è ìàêñèìóì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà îäíîâðåìåííî. Ìîæíî
ðåàëèçîâàòü òàêîé ïîèñê àíàëîãè÷íî:

imin = 0;

imax = 0;

for (i=1; i<n; i++)

{

if (a[i] < a[imin]) imin = i;

if (a[i] > a[imax]) imax = i;

}

Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ òðåáóåò 2 × 𝑁 − 2 ñðàâíåíèÿ. Íî ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è
çà ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé. Ðàçîáüåì âñå ýëåìåíòû íà ïàðû, è áóäåì èñêàòü
â êàæäîé ïàðå ìèíèìóì è ìàêñèìóì (𝑁/2 ñðàâíåíèé), çàòåì ìèíèìóì áóäåì èñêàòü
òîëüêî ñðåäè ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïàð, à ìàêñèìóì � ñðåäè ìàêñèìàëüíûõ. Îáùåå
êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé áóäåò îêîëî 3 ×𝑁/2 (ïðîáëåìà âîçíèêàåò, êîãäà êîëè÷åñòâî ýëå-
ìåíòîâ íå÷åòíîå � îäèí èç ýëåìåíòîâ îñòàåòñÿ áåç ïàðû). Òî÷íî ýòî ìîæíî çàïèñàòü
êàê ⌈3 ×𝑁/2⌉ − 2, ãäå ⌈ ⌉ � îêðóãëåíèå äî áîëüøåãî öåëîãî.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ñïîñîá ïîèñêà ìàêñèìóìà. Ïîñëå ðàçáèåíèÿ ýëåìåíòîâ íà ïàðû
áóäåì ïðîäîëæàòü ýòîò ïðîöåññ, àíàëîãè÷íî òóðíèðó ¾íà âûëåò¿. Ò.å. çàíîâî ðàçîáüåì
ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû èç ïàð íà ïàðû è ñíîâà íàéäåì ìàêñèìóì è ò.ä. Äëÿ ïîèñêà
ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà áóäåò ïî-ïðåæíåìó òðåáîâàòü 𝑁 − 1 îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ, íî
ñàì ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò áóäåò ó÷àñòâîâàòü òîëüêî â log𝑁 ñðàâíåíèÿõ. È îäíî èç
ýòèõ ñðàâíåíèé îáÿçàòåëüíî áóäåò ñî âòîðûì ïî âåëè÷èíå ýëåìåíòîì. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ïîèñêà âòîðîãî ïî âåëè÷èíå ýëåìåíòà áóäåò òðåáîâàòüñÿ ⌈log𝑁⌉− 1 ñðàâíåíèå (ïðè
óñëîâèè, ÷òî âñå ñðàâíåíèÿ äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà ïðîâåäåíû).

Îáû÷íî òàêèå ìåòîäû èñïîëüçóþòñÿ â îñîáûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî íåïîñðåäñòâåííî
òðåáóåòñÿ â ðåøåíèè çàäà÷è. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ïîäõîäÿò áîëåå ïðîñòûå ìåòîäû, ãäå
êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé íå èãðàåò òàêîé âàæíîé ðîëè.

Îäíàêî è ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü ïîëåçåí ïðè ïîèñêå ¾ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê¿ ìàñ-
ñèâà. 𝑘-îé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé ìàññèâà íàçûâàåòñÿ 𝑘-ûé ïî ñ÷åòó ýëåìåíò ýòîãî
ìàññèâà (ò.å. åñëè ìàññèâ îòñîðòèðîâàòü ïî íåóáûâàíèþ, òî 𝑘-àÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòè-
êà � ýòî ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà 𝑘-îé ïîçèöèè).

3.2 Поиск порядковых статистик

Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ìåòîäû ñîðòèðîâêè ìàññèâà çà 𝑂(𝑁 log𝑁). Äëÿ ïîèñêà
𝑘-îé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè ìîæíî îòñîðòèðîâàòü ìàññèâ è âûâåñòè 𝑘-ûé ýëåìåíò. Íî
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â ýòîì ñëó÷àå ìû ñîâåðøàåì ìíîæåñòâî ëèøíèõ äåéñòâèé, âåäü ñ ïîìîùüþ ñîðòèðîâêè
ìû íàéäåì âñå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè, à íå òîëüêî 𝑘-óþ.

Ïðèâåäåííûé íèæå àëãîðèòì ðàáîòàåò çà 𝑂(𝑁). Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïîèñêà 𝑖-îé
ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè çà 𝑂(𝑁) â õóäøåì ñëó÷àå, íî îí òÿæåë â ðåàëèçàöèè è èìååò
áîëüøóþ êîíñòàíòó.

Ñõåìà àëãîðèòìà èìååò ñëåäóþùèé âèä. Ïóñòü 𝑘 � íîìåð èñêîìîé ïîðÿäêîâîé ñòà-
òèñòèêè, 𝑙 (ýòî ìàëåíüêàÿ ëàòèíñêàÿ 𝐿) è 𝑟 � òåêóùèå ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû îáëàñòè
ìàññèâà 𝑎, â êîòîðîé ìû èùåì 𝑘-óþ ñòàòèñòèêó. Åñëè l == r, òî îáëàñòü ïîèñêà îãðà-
íè÷åíà îäíèì ýëåìåíòîì, ò.å. 𝑘-àÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà ðàâíà a[r].

Íà êàæäîì øàãå áóäåì âûáèðàòü ÷èñëî s = (l + r) / 2. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìû ìî-
æåì âûáèðàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà [𝑙, 𝑟], íî ãåíåðàöèÿ ñëó÷àéíîãî ÷èñëà
çàíèìàåò äîñòàòî÷íî ìíîãî âðåìåíè, ïîýòîìó ëó÷øå èñïîëüçîâàòü êàêîå-ëèáî ôèêñèðî-
âàííîå ÷èñëî. Ðàñïîëîæèì ýëåìåíòû ìàññèâà èíòåðâàëà [𝑙, 𝑟] òàê, ÷òîáû ñíà÷àëà øëè
âñå ýëåìåíòû, íå ïðåâîñõîäÿùèå a[s], à çàòåì âñå îñòàëüíûå. Ïåðâûé ýëåìåíò âòîðîé
ãðóïïû îáîçíà÷èì çà 𝑗. Òîãäà åñëè 𝑘 ≤ 𝑗, òî áóäåì ïðîäîëæàòü ïîèñê ñ íåèçìåííûì
çíà÷åíèåì 𝑙 è 𝑟 = 𝑗 (â ëåâîé ÷àñòè ìàññèâà), èíà÷å áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïîèñê ïðè 𝑙 = 𝑖
è íåèçìåíåííûì 𝑟 (â ïðàâîé ÷àñòè ìàññèâà).

Ñíà÷àëà çàïèøåì ôóíêöèþ, îñóùåñòâëÿþùóþ òàêîé ïîèñê, à çàòåì ïðèâåäåì ïðè-
ìåð è íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ:

int search(int *a, int k, int l, int r)

{

int m, i=l, j=r, tmp;

if (l == r) return a[r];

m = a[(l + r) / 2];

while (i < j) {

while (a[i] < m) i++;

while (a[j] > m) j--;

if (i < j) {

tmp = a[i];

a[i] = a[j];

a[j] = tmp;

i++; j--;

}

}

if (k < j) return search(a, k, l, j);

if (i < r) return search(a, k, i, r);

return a[k];

}

Âûçûâàòü ôóíêöèþ ñëåäóåò òàê: search(a, k, 0, n-1), ãäå 𝑎 � ìàññèâ, 𝑘 � íîìåð
ñòàòèñòèêè, êîòîðóþ íàäî ïîëó÷èòü, à 𝑛 � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìàññèâå. Ïîñëå
âûïîëíåíèÿ ýòîé ôóíêöèè èñêîìûé ýëåìåíò áóäåò íàõîäèòñÿ íà ñâîåì ìåñòå, ò.å. îòâåò
íà çàäà÷ó áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ýëåìåíòå 𝑎[𝑘].

Ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ìû îñóùåñòâëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàõîäèì ïåðâûé
¾íåïðàâèëüíûé¿ ýëåìåíò ñëåâà, çàòåì ïåðâûé íåïðàâèëüíûé ýëåìåíò ¾ñïðàâà¿, à â ñëó-
÷àå, åñëè óêàçàòåëè íå ñîøëèñü, îñóùåñòâëÿåì îáìåí ýòèõ ÿ÷ååê ìàññèâà.
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Ïðèâåäåì ïðèìåð äëÿ ìàññèâà {2, 7, 8, 6, 0, 4, 1, 9, 3, 5} è 𝑘 = 9:

1. {2, 7, 8, 6, 0, 4, 1, 9, 3, 5}, 𝑙 = 0, 𝑟 = 9,𝑚 = 0

2. {0, 7, 8, 6, 2, 4, 1, 9, 3, 5}, 𝑙 = 1, 𝑟 = 9,𝑚 = 4

3. {0, 3, 1, 4, 2, 6, 8, 9, 7, 5}, 𝑙 = 5, 𝑟 = 9,𝑚 = 9

4. {0, 3, 1, 4, 2, 6, 8, 5, 7, 9}, 𝑙 = 9, 𝑟 = 9,𝑚 = 9

Íà ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà íàì ïîòðåáîâàëîñü 4 âûçîâà ôóíêöèè search.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëîæíîñòè 𝑂(𝑁) îïèðàåòñÿ íà ñóììèðîâàíèå ðÿäà, â êîòîðîì 𝑖-ûé
ýëåìåíò ðàâåí 𝑁/2𝑖. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðÿäîâ èçó÷àþòñÿ â øêîëüíîì
èëè óíèâåðñèòåòñêîì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Êðîìå òîãî, ÷òî ïîèñê 𝑘-îé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè ñòàâèò 𝑘-ûé ýëåìåíò íà ñâîå
ìåñòî, ñóùåñòâóåò åùå îäíî åãî ïîëåçíîå ïðèìåíåíèå. À èìåííî, ñ ïîìîùüþ ïîèñêà 𝑘-
îé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè ìîæíî âûäåëèòü 𝑘 íàèìåíüøèõ ÷èñåë ìàññèâà � îíè áóäóò
íàõîäèòñÿ â ýëåìåíòàõ ñ èíäåêñàìè îò 0 äî 𝑘, íî íå áóäóò óïîðÿäî÷åíû.

3.3 Бинарный поиск в упорядоченных массивах

Ïîä óïîðÿäî÷åííûì ìàññèâîì áóäåì ïîíèìàòü ìàññèâ, óïîðÿäî÷åííûé ïî íåóáûâà-
íèþ, ò.å. 𝑎[1] ≤ 𝑎[2] ≤ . . . ≤ 𝑎[𝑁 ].

Ó íàñ èìååòñÿ çàäàííàÿ ñâîèìè ãðàíèöàìè îáëàñòü ïîèñêà. Ìû âûáèðàåì åå ñåðå-
äèíó, è, åñëè èñêîìûé ýëåìåíò ìåíüøå, ÷åì ñðåäíèé, òî ïîèñê îñóùåñòâëÿåòñÿ â ëåâîé
÷àñòè, èíà÷å � â ïðàâîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èñêîìûé ýëåìåíò ìåíüøå ñðåäíåãî, òî è
ìåíüøå âñåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïðàâåå ñðåäíåãî, à çíà÷èò, èõ ñðàçó ìîæíî
èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ. Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñêîìûé ýëåìåíò áîëüøå
ñðåäíåãî.

Êîä, îñóùåñòâëÿþùèé áèíàðíûé ïîèñê â óïîðÿäî÷åííîì ìàññèâå âûãëÿäèò òàê:

while (l<r) {

m=(l+r)/2;

if (a[m]<k) l=m+1;

else r=m;

}

if (a[r]==k) printf("%d", r);

else printf("-1");

Ïåðåä âûïîëíåíèåì ýòîãî êîäà ñëåäóåò ïðèñâîèòü ïåðåìåííûì 𝑙 è 𝑟 çíà÷åíèÿ 0 è
𝑛− 1 ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå åñëè ýëåìåíò íå íàéäåì, ýòà ïðîãðàììà âûâîäèò −1.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà áèíàðíîãî ïîèñêà ñîñòàâëÿåò 𝑂(log𝑁), ãäå 𝑁 � êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â ìàññèâå.
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3.4 Бинарный поиск для монотонных функций

Áèíàðíûé ïîèñê ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íå òîëüêî äëÿ ïîèñêà ýëåìåíòîâ â ìàññèâå,
íî è äëÿ ïîèñêà êîðíåé óðàâíåíèé è çíà÷åíèé ìîíîòîííûõ (âîçðàñòàþùèõ èëè óáûâà-
þùèõ) ôóíêöèé. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé, åñëè ∀𝑥1, 𝑥2 : 𝑥1 >
𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2) (äëÿ ëþáûõ 𝑥1 è 𝑥2, åñëè 𝑥1 > 𝑥2, òî 𝑓(𝑥1) òàêæå áîëüøå 𝑓(𝑥2)).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê æå êàê è â ìàññèâå, ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ïîëî-
âèíó òåêóùåé îáëàñòè, åñëè íàì çàâåäîìî èçâåñòíî, ÷òî òàì íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ. Â
ñëó÷àå æå, åñëè ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà, òî âîñïîëüçîâàòüñÿ áèíàðíûì ïîèñêîì íåëüçÿ,
ò.ê. îí ìîæåò âûäàâàòü íåïðàâèëüíûé îòâåò, ëèáî íàõîäèòü íå âñå îòâåòû.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà êóáè÷åñêîãî êîðíÿ. Êóáè÷åñêèì êîðíåì èç
÷èñëà 𝑥 (îáîçíà÷àåòñÿ 3

√
𝑥) íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî 𝑦, ÷òî 𝑦3 = 𝑥.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó òàê: äëÿ äàííîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà 𝑥 (𝑥 ≥ 1) íàéòè êóáè-
÷åñêèé êîðåíü ñ òî÷íîñòüþ íå ìåíåå 5 çíàêîâ ïîñëå òî÷êè.

Ôóíêöèÿ ïðè 𝑥 ≥ 1, îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì 𝑥, à ñíèçó � åäèíèöåé. Òàêèì îá-
ðàçîì, çà íèæíþþ ãðàíèöó ìû âûáèðàåì 1, çà âåðõíþþ � ñàìî ÷èñëî 𝑥. Ïîñëå ýòîãî
äåëèì òåêóùèé îòðåçîê ïîïîëàì, âîçâîäèì ñåðåäèíó â êóá è åñëè êóá áîëüøå 𝑥, òî
çàìåíÿåì âåðõíþþ ãðàíü, èíà÷å � íèæíþþ.

Êîä áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r = x;

l = 1;

while (fabs(l-r)>eps) {

m=(l+r)/2;

if (m*m*m<x) l=m;

else r=m;

}

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé fabs, íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü áèáëèîòåêó
math.h.

3.5 Бинарный поиск по ответу

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ â êà÷åñòâå îòâåòà íåîáõîäèìî âûâåñòè êàêîå-ëèáî ÷èñëî. Ïðè
ýòîì äîñòàòî÷íî ëåãêî ñêàçàòü, áîëüøå ëè ýòî ÷èñëî, ÷åì íóæíî, èëè ìåíüøå, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî âû÷èñëåíèå ñàìîãî îòâåòà ìîæåò áûòü äîâîëüíî òðóäîåìêîé îïåðàöèåé. Â
òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûáðàòü ÷èñëî çàâåäîìî ìåíüøåå îòâåòà è ÷èñëî çàâåäîìî
áîëüøåå îòâåòà, à ïðàâèëüíîå ðåøåíèå èñêàòü áèíàðíûì ïîèñêîì.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷ íåñêîëüêèõ ïðîøåäøèõ îëèìïèàä.
Очень легкая задача
Московская олимпиада по информатике 2006-2007
Ñåãîäíÿ óòðîì æþðè ðåøèëî äîáàâèòü â âàðèàíò îëèìïèàäû åùå îäíó, Î÷åíü Ëåã-

êóþ Çàäà÷ó. Îòâåòñòâåííûé ñåêðåòàðü Îðãêîìèòåòà íàïå÷àòàë åå óñëîâèå â îäíîì ýê-
çåìïëÿðå, è òåïåðü åìó íóæíî äî íà÷àëà îëèìïèàäû óñïåòü ñäåëàòü еùå 𝑁 êîïèé. Â
åãî ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ äâà êñåðîêñà, îäèí èç êîòîðûõ êîïèðóåò ëèñò çà ñåêóíä, à
äðóãîé � çà 𝑦. (Ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü êàê îäèí êñåðîêñ, òàê è îáà îäíîâðåìåííî.
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Ìîæíî êîïèðîâàòü íå òîëüêî ñ îðèãèíàëà, íî è ñ êîïèè.) Ïîìîãèòå åìó âûÿñíèòü, êàêîå
ìèíèìàëüíîå âðåìÿ äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ.
Формат входных данных
Âî âõîäíîì ôàéëå çàïèñàíû òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà 𝑁 , 𝑥 è 𝑦, ðàçäåëåííûå ïðîáåëîì

(1 ≤ 𝑁 ≤ 2 × 108, 1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 10).
Формат выходных данных
Âûâåäèòå îäíî ÷èñëî � ìèíèìàëüíîå âðåìÿ â ñåêóíäàõ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ

𝑁 êîïèé.
Примеры
Входные данные Выходные данные

4 1 1 3
5 1 2 4
Ñóùåñòâóåò êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (ôîðìóëà), êîòîðóþ ìîæíî âûâå-

ñòè è, ïðè æåëàíèè, äîêàçàòü. Îäíàêî î÷åíü ëåãêî ðåàëèçîâàòü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ
ïîìîùüþ áèíàðíîãî ïîèñêà.

Ïåðâóþ ñòðàíèöó ìû êîïèðóåì çà𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦) ñåêóíä è, çàòåì, ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèå
óæå äëÿ 𝑁 − 1 ñòðàíèöû.

Ïóñòü 𝑙 - ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, 𝑟 - ìàêñèìàëüíîå. Ìèíèìóì íàì íåîáõîäèìî ïîòðàòèòü
0 ñåêóíä, ìàêñèìóì, íàïðèìåð (𝑁 − 1) × 𝑥 ñåêóíä (ñòðàíèöû äåëàþòñÿ ïîëíîñòüþ íà
îäíîì êñåðîêñå). Ñ÷èòàåì ñðåäíåå çíà÷åíèå è ñìîòðèì, ñêîëüêî ïîëíûõ ñòðàíèö ìîæíî
íàïå÷àòàòü çà ýòî âðåìÿ, èñïîëüçóÿ îáà êñåðîêñà. Åñëè êîëè÷åñòâî ñòðàíèö ìåíüøå
𝑁 − 1, òî ìû ìåíÿåì íèæíþþ ãðàíèöó, èíà÷å � âåðõíþþ.

int main(void)

{

int n, x, y, i, j, l, r, now;

double speed;

scanf("%d%d%d", &n, &i, &j);

x=i<j?i:j;

y=i>j?i:j;

l=0;

r = (n-1)*y;

while (l != r) {

now = (l+r)/2;

j = now / x + now / y;

if (j < n-1) l = now+1;

else r = now;

}

printf("%d", r+x);

return 0;

}

Автобус
13 Украинская олимпиада
Ñëóæåáíûé àâòîáóñ ñîâåðøàåò îäèí ðåéñ ïî óñòàíîâëåííîìó ìàðøðóòó è â ñëó÷àå

íàëè÷èÿ ñâîáîäíûõ ìåñò ïîäáèðàåò ðàáî÷èõ, êîòîðûå îæèäàþò íà îñòàíîâêàõ, è îòâîçèò
èõ íà çàâîä. Àâòîáóñ òàêæå ìîæåò æäàòü íà îñòàíîâêå ðàáî÷èõ, êîòîðûå åùå íå ïðèøëè.
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Èçâåñòíî âðåìÿ ïðèõîäà êàæäîãî ðàáî÷åãî íà ñâîþ îñòàíîâêó è âðåìÿ ïðîåçäà àâòîáóñà
îò êàæäîé îñòàíîâêè äî ñëåäóþùåé. Àâòîáóñ ïðèõîäèò íà ïåðâóþ îñòàíîâêó â íóëåâîé
ìîìåíò âðåìåíè. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïîñàäêè ðàáî÷èõ â àâòîáóñ ñ÷èòàåòñÿ íóëåâîé.

Çàäàíèå: Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ îïðåäåëèò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, çà êîòîðîå
àâòîáóñ ïðèâåçåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ.
Формат входных данных
Âõîäíîé òåêñòîâûé ôàéë â ïåðâîé ñòðîêå ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî îñòàíîâîê 𝑁 è êî-

ëè÷åñòâî ìåñò â àâòîáóñå 𝑀 . Êàæäàÿ 𝑖-ÿ ñòðî÷êà èç ïîñëåäóþùèõ 𝑁 ñòðî÷åê ñîäåðæèò
öåëîå ÷èñëî � âðåìÿ äâèæåíèÿ îò îñòàíîâêè 𝑖 ê îñòàíîâêå 𝑖 + 1 (𝑁 + 1-ÿ îñòàíîâêà �
çàâîä), êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ 𝐾, êîòîðûå ïðèäóò íà 𝑖-þ îñòàíîâêó, è âðåìÿ ïðèõîäà êàæ-
äîãî ðàáî÷åãî íà ýòó îñòàíîâêó â ïîðÿäêå ïðèõîäà (1 ≤ 𝑀 ≤ 2000, 1 ≤ 𝑁,𝐾 ≤ 200000).
Формат выходных данных
Åäèíñòâåííàÿ ñòðîêà âûõîäíîãî òåêñòîâîãî ôàéëà äîëæåí ñîäåðæàòü ìèíèìàëüíîå

âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðåâîçêè ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ðàáî÷èõ.
Примеры
Входные данные Выходные данные

3 5 4
1 2 0 1
1 1 2
1 4 0 2 3 4
Ñíà÷àëà îïðåäåëèì, ÷òî òàêîå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ. Åñëè

îáùåå êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ áîëüøå âìåñòèìîñòè àâòîáóñà, òî ýòî � îáúåì àâòîáóñà, åñëè
æå ðàáî÷èõ ìåíüøå ÷åì âìåñòèìîñòü àâòîáóñà � òî ýòî êîëè÷åñòâî âñåõ ðàáî÷èõ (â ýòîì
ñëó÷àå âìåñòèìîñòè àâòîáóñà óìåñòíî ïðèñâîèòü çíà÷åíèå, ðàâíîå êîëè÷åñòâó ëþäåé).

Êîãäà ìû ñ÷èòûâàåì äàííûå, ñëåäóåò îïðåäåëèòü âðåìÿ ïðèõîäà ïîñëåäíåãî ÷åëî-
âåêà (ò.å. òî âðåìÿ, êîãäà óæå âñå ëþäè áóäóò íà îñòàíîâêàõ) � ýòî áóäåò ìàêñèìóì â
áèíàðíîì ïîèñêå. Ìèíèìóì áóäåò ðàâåí íóëþ. Åñëè àâòîáóñ äîëæåí çàäåðæàòüñÿ ïåðåä
îñòàíîâêîé, òî îí äîëæåí ñäåëàòü ýòî ïåðåä ïåðâîé îñòàíîâêîé (äåéñòâèòåëüíî, åñëè îí
ïîäúåäåò ê ïåðâîé îñòàíîâêå, çàáåðåò ëþäåé, à ïîòîì áóäåò æäàòü ó âòîðîé îñòàíîâêè,
òî â ýòî âðåìÿ íà ïåðâóþ ìîãóò ïðèäòè åùå ëþäè, à åñëè æäàòü ïåðåä ïåðâîé, òî ëþäè
ñî âòîðîé íèêóäà íå äåíóòñÿ). Ìèíèìóì è ìàêñèìóì ó íàñ åñòü. Òåïåðü áåðåì çàäåðæ-
êó, ðàâíóþ 𝑥 = (𝑚𝑖𝑛 + 𝑚𝑎𝑥)/2. Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ áóäåò îïèñàíà íèæå,
âû÷èñëÿåì, ñêîëüêî ëþäåé óñïååò ïðèäòè äî ìîìåíòà 𝑥 íà ïåðâóþ îñòàíîâêó, äëÿ âòî-
ðîé îñòàíîâêè áóäåò çàäåðæêà, ðàâíàÿ 𝑥 + 𝑎[1], ãäå 𝑎[1] � âðåìÿ ñëåäîâàíèÿ îò ïåðâîé
îñòàíîâêè äî âòîðîé, äëÿ òðåòüåé çàäåðæêà � 𝑥 + 𝑎[1] + 𝑎[2] è ò.ä. Åñëè êîëè÷åñòâî
ñåâøèõ â àâòîáóñ íà âñåõ îñòàíîâêàõ áîëüøå ëèáî ðàâíî âìåñòèìîñòè àâòîáóñà, òî íàäî
çàìåíèòü 𝑥 íà (𝑚𝑖𝑛+ 𝑥)/2, åñëè îñòàëèñü ìåñòà â àâòîáóñå òî 𝑥 = (𝑥+𝑚𝑎𝑥)/2. Óñëîâèå
âûõîäà áóäåò òàêîå: åñëè ïðè íåêîòîðîé çàäåðæêå 𝑥 àâòîáóñ çàïîëíåí, à ïðè çàäåðæêå
(𝑥− 1) àâòîáóñ íå ïîëîí, òî îòâåò 𝑥.

Òåïåðü âòîðîé áèíàðíûé ïîèñê. Òîò ñàìûé, êîòîðûé îïðåäåëÿåò, ñêîëüêî ëþäåé
óñïååò ïðèäòè íà îïðåäåëåííóþ îñòàíîâêó äî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà. Çäåñü ìàêñèìó-
ìîì äèõîòîìèè áóäåò êîëè÷åñòâî ëþäåé íà îñòàíîâêå, à ìèíèìóìîì � íîëü. Âûáèðàåì
ñðåäíåãî ÷åëîâåêà � åñëè åãî âðåìÿ ïðèõîäà ìåíüøå, ÷åì çàäåðæêà, òî 𝑥 = (𝑥+𝑚𝑎𝑥)/2,
åñëè îí íå óñïååò ïðèäòè, òî 𝑥 = (𝑚𝑖𝑛 + 𝑥)/2. Çäåñü óñëîâèå âûõîäà òàêîå: åñëè ÷åëî-
âåê óñïåâàåò ïðèäòè íà îñòàíîâêó, à ñëåäóþùèé çà íèì íåò � òî îòâåòîì áóäåò íîìåð
÷åëîâåêà. Îòäåëüíî íóæíî îáðàáàòûâàòü ñëó÷àé, åñëè íà àâòîáóñ ñÿäóò âñå ëþäè ñ
îñòàíîâêè.
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3.6 Поиск по групповому признаку

Â ïðîøëîé ÷àñòè ëåêöèè ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷è, â êîòîðûõ äëÿ äàííîãî ìîæíî
ïîëó÷èòü îòâåò ¾áîëüøå¿ èëè ¾ìåíüøå¿. Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷è, â êîòîðûõ äëÿ
íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà âñåõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü îòâåò, íàïðèìåð, íà âîïðîñ
¾ñîäåðæèòñÿ ëè èñêîìûé ýëåìåíò â äàííîì ïîäìíîæåñòâå?¿.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà îäíîãî ðàäèîàêòèâíîãî øàðèêà ñðåäè 8 øà-
ðèêîâ. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì èçìåðèòü ðàäèîàêòèâíîñòü íåêîòîðîé ãðóïïû øàðèêîâ è
îïðåäåëèòü, ñîäåðæèòñÿ ëè ðàäèîàêòèâíûé øàðèê â ýòîé ãðóïïå. Íåîáõîäèìî ìèíèìè-
çèðîâàòü êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé äëÿ õóäøåãî ñëó÷àÿ.

Ïðåäñòàâèì íîìåðà øàðèêîâ â âèäå äâîè÷íûõ ÷èñåë:

0 1 2 3 4 5 6 7
000 001 010 011 100 101 110 111

Ìû ìîæåì íàéòè ðàäèîàêòèâíûé øàðèê çà òðè èçìåðåíèÿ. Ïðè ýòîì â ïåðâîì èçìå-
ðåíèè áóäóò ó÷àñòâîâàòü øàðèêè, ñîäåðæàùèå 1 â ïåðâîì ðàçðÿäå, âî âòîðîì � øàðèêè
ñ 1 âî âòîðîì ðàçðÿäå è ò.ä. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé áóäåì çàïèñûâàòü òàê: åñëè â ãðóïïå
ñîäåðæèòñÿ ðàäèîàêòèâíûé øàðèê, òî çàïèøåì 1, â ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåðó èçìåðå-
íèÿ ðàçðÿä, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàïèøåì 0.

Ïîëó÷åííîå äâîè÷íîå ÷èñëî áóäåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòü íîìåð ðàäèîàêòèâíîãî
øàðèêà.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîèñêà 1 øàðèêà ñðåäè 𝑁 øàðèêîâ íåîáõîäèìî ⌈log2(𝑁)⌉ èçìå-
ðåíèé.

Ïîõîæåå ðåøåíèå èìååò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ñðåäè 9 ìîíåò íåîáõîäèìî íàéòè îä-
íó ôàëüøèâóþ, ïîëüçóÿñü ÷àøå÷íûìè âåñàìè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ôàëüøèâàÿ ìîíåòà
âåñèò áîëüøå íàñòîÿùåé. Çäåñü äëÿ êàæäîãî âçâåøèâàíèÿ âîçìîæíî òðè ðåçóëüòàòà:
ïåðåâåñèëà ëåâàÿ ÷àøêà, ïåðåâåñèëà ïðàâàÿ è âåñû óðàâíîâåøåíû.

Çàêîäèðóåì íîìåðà ìîíåò â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ:

0 1 2 3 4 5 6 7 8
00 01 02 10 11 12 20 21 22

Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà äâà âçâåøèâàíèÿ, ïðè ýòîì 1 áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ìîíåòó
íóæíî ïîëîæèòü íà ëåâóþ ÷àøó âåñîâ, 2 � íà ïðàâóþ ÷àøó, à 0 � ÷òî ìîíåòà íå
ó÷àñòâóåò âî âçâåøèâàíèè.

Çàïèøåì ðåçóëüòàòû êàæäîãî âçâåøèâàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçðÿä (1 � ïåðå-
âåñèëà ëåâàÿ ÷àøà, 2 � ïðàâàÿ, 0 � âåñû óðàâíîâåøåíû). Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íîìåð ôàëüøèâîé ìîíåòû. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîèñêà îòâåòà
íåîáõîäèìî ⌈log3(𝑁)⌉ âçâåøèâàíèé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ôàëüøèâîé ìîíåòû ñðåäè 12 ñ ïîìîùüþ ÷àøå÷-
íûõ âåñîâ, ïðè óñëîâèè, ÷òî íåèçâåñòíî, òÿæåëåå ëè ôàëüøèâàÿ ìîíåòà èëè ëåã÷å.

Ïåðâîå ëîãè÷íîå óñëîâèå, êîòîðîå ìû îïóñêàëè â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, ñîñòîèò â
òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî ìîíåò íà ðàçëè÷íûõ ÷àøàõ âåñîâ äîëæíî áûòü îäèíàêîâûì.

Èíòóèòèâíîå ðåøåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçäåëèòü ìîíåòû íà 4 ÷àñòè � 2 ÷àñòè
îòëîæèòü è ïîëîæèòü ïî îäíîé ÷àñòè íà êàæäóþ èç ÷àø âåñîâ, åñëè âåñû óðàâíîâåøåíû,
òî ôàëüøèâàÿ ìîíåòà íàõîäèòñÿ â îòëîæåííîé ÷àñòè, èíà÷å � ñðåäè ìîíåò, ïîëîæåííûõ
íà ÷àøè. Áóäåì ïðîäîëæàòü äàííûé ïðîöåññ äëÿ ÷àñòè, ñîäåðæàùåé ôàëüøèâóþ ìîíå-
òó, è ïîëó÷èì îöåíêó ⌈log2(𝑁)⌉ (ôàêòè÷åñêè, çàäà÷à ñâåëàñü ê çàäà÷å î ðàäèîàêòèâíîì
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øàðèêå). Ïðè ýòîì ìû íèêàê íå ó÷èòûâàåì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ âçâåøèâàíèé, êî-
òîðûå òàêæå ìîãóò íåñòè ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ.

Ââåäåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó êîäèðîâàíèÿ: 0 îçíà÷àåò, ÷òî ìîíåòà íå ó÷àñòâóåò âî
âçâåøèâàíèè, 1 � ÷òî ó÷àñòâóåò (ïðè ýòîì, åñëè îíà óæå ó÷àñòâîâàëà âî âçâåøèâàíèÿõ,
òî ìîíåòà îñòàåòñÿ íà òîé æå ÷àøå), 2 � ÷òî ìîíåòà ó÷àñòâóåò âî âçâåøèâàíèè (ïðè
ýòîì îíà îáÿçàòåëüíî ó÷àñòâîâàëà â îäíîì èç ïðåäûäóùèõ âçâåøèâàíèé è â òåêóùåì
âçâåøèâàíèè ëåæèò íà ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àøå âåñîâ). Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî
íè â êàêîì êîäå 2 íå ìîæåò ïðåäøåñòâîâàòü 1. Çàïèøåì âñå âàðèàíòû, âûïèñûâàÿ, äëÿ
óäîáñòâà, êîäû â ñòîëáèê:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 2 1 2 2
0 1 0 0 1 1 0 1 2 2 0 2 1 2

×òîáû áûëî âîçìîæíî ïðîâåñòè èçìåðåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå
áûëî ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ (èíà÷å êîëè÷åñòâî ìîíåò íà ÷àøàõ áóäåò ðàçëè÷íûì).
Äëÿ ýòîãî âû÷åðêíåì èç òàáëèöû, íàïðèìåð, 0 è 7 ñòîëáöû (êàê âèäíî, 0 ñòîëáåö íå
ìåíÿåò ÷åòíîñòü, è çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà è äëÿ 13 ìîíåò).

Â ïåðâîì âçâåøèâàíèè âîçüìåì 8 ìîíåò ñ 1 â ïåðâîì ðàçðÿäå è ïîëîæèì èõ íà
÷àøè âåñîâ ïî 4. Íà 2 âçâåøèâàíèè óáåðåì 3 ìîíåòû (ó êîòîðûõ 0 âî âòîðîì ðàçðÿäå),
ïåðåëîæèì 3 ìîíåòû íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àøó âåñîâ è çàïîëíèì îñòàâøèåñÿ ìåñòà
òåìè ìîíåòàìè, ó êîòîðûõ 1 âî âòîðîì ðàçðÿäå âîçíèêàåò âïåðâûå. Ïîëüçóÿñü òåìè æå
ñîîáðàæåíèÿìè, ïðîâåäåì âòîðîå âçâåøèâàíèå.

Ðåçóëüòàòû âçâåøèâàíèé áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ÷àøè óðàâíî-
âåøåíû, òî çàïèñûâàåì â ðàçðÿä, ñîîòâåòñòâóþùèé èçìåðåíèþ, 0. Åñëè îäíà ÷àøà âåñîâ
ïåðåâåñèëà âïåðâûå èëè â òó æå ñòîðîíó, êàê è â ïðåäûäóùåì âçâåøèâàíèè (êîãäà ÷àøè
íå áûëè óðàâíîâåøåíû), òî çàïèñûâàåì 1. Åñëè æå âåñû ïåðåâåñèëè â ïðîòèâîïîëîæíóþ
ïðåäûäóùåìó íåóðàâíîâåøåííîìó âçâåøèâàíèþ ñòîðîíó, òî çàïèøåì 2. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì êîä ôàëüøèâîé ìîíåòû (äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôàëüøèâàÿ ìîíåòà íå ó÷àñòâî-
âàëà âî âçâåøèâàíèè, òî âåñû óðàâíîâåøåíû, åñëè áûëà íà îäíîé è òîé æå ÷àøå �
ïîëó÷èì åäèíèöû, à åñëè íà ðàçíûõ � äâîéêè). Â îáùåì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî âçâåøèâà-
íèé áóäåò ðàâíî ⌈𝑙𝑜𝑔3(2 × 𝑁 + 1)⌉, ò.å. äëÿ 𝑁 ≥ 9 ýòî ðåøåíèå áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì
èíòóèòèâíîå.

Â îáùåì ñëó÷àå, â ðåøåíèè çàäà÷, ãäå ìîæíî îïðåäåëèòü íåêèé ïðèçíàê äëÿ ãðóï-
ïû ýëåìåíòîâ èëè äëÿ íåñêîëüêèõ ãðóïï, ìû äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ðàçáèòü ýëåìåíòû
íà êàê ìîæíî áîëåå ïîõîæèå ïî êîëè÷åñòâó ãðóïïû (ýòî íåîáõîäèìî äëÿ ìèíèìèçàöèè
êîëè÷åñòâà èçìåðåíèé â õóäøåì ñëó÷àå). Êàæäîìó ýëåìåíòó ñëåäóåò ñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå êîä ôèêñèðîâàííîé äëèíû è íàõîäèòü ìåòîä îòîáðàæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé
â ñîîòâåòñòâóþùèé êîä.



46 ЛЕКЦИЯ 3. АЛГОРИТМЫ ПОИСКА



Лекция 4

Алгоритмы сортировки

Версия C от 16.11.2009

4.1 Сортировка пузырьком
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Ðèñ. 4.1: Íóëåâîé ïðîõîä. Ñðàâíèâà-
åìûå ïàðû è îáìåíû âûäåëåíû

Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü ìàññèâ îòñîðòèðîâàííûì,
åñëè ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå íåóáûâà-
íèÿ (ò.å. êàæäûé ýëåìåíò íå ìåíüøå ïðåäûäóùå-
ãî). Âñå ïðèìåðû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà òèïå
int, îäíàêî îí ìîæåò áûòü çàìåíåí ëþáûì äðó-
ãèì ñðàâíèìûì òèïîì äàííûõ.

Ðàññìîòðåíèå ìåòîäîâ ñîðòèðîâêè íà÷íåì ñ
ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì (BubbleSort).

Ýòî îäèí èç ïðîñòåéøèõ ìåòîäîâ ñîðòèðîâ-
êè, êîòîðûé îáû÷íî âõîäèò â øêîëüíûé êóðñ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàçâàíèå ìåòîäà îòðàæàåò
åãî ñóùíîñòü: íà êàæäîì øàãå ñàìûé ¾ëåãêèé¿
ýëåìåíò ïîäíèìàåòñÿ äî ñâîåãî ìåñòà (¾âñïëû-
âàåò¿). Äëÿ ýòîãî ìû ïðîñìàòðèâàåì âñå ýëåìåíòû ñíèçó ââåðõ, áåðåì ïàðó ñîñåäíèõ
ýëåìåíòîâ è, â ñëó÷àå, åñëè îíè ñòîÿò íåïðàâèëüíî, ìåíÿåì èõ ìåñòàìè.

Âìåñòî ïîäíÿòèÿ ñàìîãî ¾ëåãêîãî¿ ýëåìåíòà ìîæíî ¾òîïèòü¿ ñàìûé ¾òÿæåëûé¿.
Ò.ê. çà êàæäûé øàã íà ñâîå ìåñòî âñòàåò ðîâíî 1 ýëåìåíò (ñàìûé ¾ëåãêèé¿ èç îñòàâ-

øèõñÿ), òî íàì ïîòðåáóåòñÿ âûïîëíèòü 𝑁 øàãîâ.
Òåêñò ôóíêöèè ñîðòèðîâêè ìîæíî çàïèñàòü òàê:

void bubble_sort(int a[], int n)

{

int i, j, k;

For(i, n)

for (j=n-1; j>i; j--)

if (a[j-1] > a[j]) {

k = a[j-1];

a[j-1] = a[j];

a[j] = k;

}
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}

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ìàêðîïîäñòàíîâêó

#define For(a,b) for(a=0; a<b; a++)

4

9

7

6

2

3

i=0

2

4

9

7

6

3

i=1

2

3

4

9

7

6

i=2

2

3

4

6

9

7

i=3

2

3

4

6

7

9

i=4

2

3

4

6

7

9

i=5

Ðèñ. 4.2: Íîìåð ïðîõîäà. Îòñîð-
òèðîâàííàÿ ÷àñòü âûäåëåíà ïî-
ëîñîé

êîòîðàÿ èçáàâëÿåò íàñ îò íåîáõîäèìîñòè ïèñàòü
äëèííûå êîìàíäû è óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî âîçìîæ-
íûõ îïå÷àòîê è îøèáîê.

Àëãîðèòì íå èñïîëüçóåò äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè,
ò.å. âñå äåéñòâèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ íà îäíîì è òîì æå
ìàññèâå.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì ñî-
ñòàâëÿåò 𝑂(𝑁2), êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ: 𝑁×
(𝑁 − 1)/2. Ýòî î÷åíü ïëîõàÿ ñëîæíîñòü, íî àëãîðèòì
èìååò äâà ïëþñà.

Âî-ïåðâûõ, îí ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ, à çíà÷èò, ìîæåò
è äîëæåí ïðèìåíÿòüñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òðåáóåò-
ñÿ îäíîêðàòíàÿ ñîðòèðîâêà ìàññèâà. Ïðè ýòîì ðàçìåð
ìàññèâà íå äîëæåí áûòü áîëüøå 10000, ò.ê. èíà÷å àë-
ãîðèòì ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì íå áóäåò óêëàäûâàòüñÿ

â îòâåäåííîå âðåìÿ.
Âî-âòîðûõ, ñîðòèðîâêà ïóçûðüêîì èñïîëüçóåò òîëüêî ñðàâíåíèÿ è ïåðåñòàíîâêè ñî-

ñåäíèõ ýëåìåíòîâ, à çíà÷èò, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â òåõ çàäà÷àõ, ãäå ÿâíî ðàçðåøåí
òîëüêî òàêîé îáìåí è äëÿ ñîðòèðîâêè, íàïðèìåð, ñïèñêîâ.

Ñóùåñòâóþò ðàçíîîáðàçíûå ¾îïòèìèçàöèè¿ ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì, êîòîðûå óñëîæ-
íÿþò (à íåðåäêî è óâåëè÷èâàþò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà), íî íå ïðèíîñÿò âûãîäû íè
â ïëàíå ñëîæíîñòè, íè â ïëàíå áûñòðîäåéñòâèÿ.

Íà ýòîì ïëþñû ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì çàêàí÷èâàþòñÿ. Â äàëüíåéøåì ìû åùå áîëåå
ñóçèì îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì.

4.2 Сортировка прямым выбором

Ðàññìîòðèì åùå îäèí êâàäðàòè÷íûé àëãîðèòì, êîòîðûé, îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì ïî êîëè÷åñòâó ïðèñâàèâàíèé è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, êîãäà ïî óñëîâèþ
çàäà÷è íåîáõîäèìî ÿâíî ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî ïðèñâàèâàíèé.

Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ìû áóäåì âûáèðàòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò
â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìàññèâà è ïðèïèñûâàòü åãî ê óæå îòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè. Ïîâòîðèâ
ýòè äåéñòâèÿ 𝑁 ðàç, ìû ïîëó÷èì îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ.

void select_sort(int a[], int n)

{

int i, j, k;

For (i,n) {

k=i;

for(j=i+1; j<n; j++)

if (a[j]<a[k]) k=j;
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j=a[k]; a[k]=a[i]; a[i]=j;

}

}

Êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé ñîñòàâëÿåò 𝑂(𝑁2), à êîëè÷åñòâî ïðèñâàèâàíèé âñåãî 𝑂(𝑁). Â
öåëîì ýòî ïëîõîé ìåòîä, è îí äîëæåí áûòü èñïîëüçîâàí òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ÿâíî
íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî ïðèñâàèâàíèé.

4.3 Пирамидальная сортировка

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè (ðàáîòàþùèõ çà𝑂(𝑁 log𝑁))
ñ ïèðàìèäàëüíîé ñîðòèðîâêè, â êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ çíàêîìûå íàì èäåè êó÷è.

Ìû áóäåì âûáèðàòü èç êó÷è ñàìûé áîëüøîé ýëåìåíò, è çàïèñûâàòü åãî â íà÷àëî óæå
îòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè ìàññèâà (ñîðòèðîâêà âûáîðîì â îáðàòíîì ïîðÿäêå). Ò.å. îòñîð-
òèðîâàííûé ìàññèâ áóäåò ñòðîèòüñÿ îò êîíöà ê íà÷àëó. Òàêèå óõèùðåíèÿ íåîáõîäèìû,
÷òîáû íå áûëî íåîáõîäèìîñòè â äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè è äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû àë-
ãîðèòìà � êó÷à áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ â íà÷àëå ìàññèâà, à îòñîðòèðîâàííàÿ ÷àñòü áóäåò
íàõîäèòüñÿ ïîñëå êó÷è.

Íàïîìíèì ñâîéñòâî êó÷è ìàêñèìóìîâ: ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè 𝑖+ 1 è 𝑖+ 2 íå áîëüøå,
÷åì ýëåìåíò ñ èíäåêñîì 𝑖 (åñòåñòâåííî, åñëè 𝑖+ 1 è 𝑖+ 2 ëåæàò â ïðåäåëàõ êó÷è). Ïóñòü
𝑛 � ðàçìåð êó÷è, òîãäà âòîðàÿ ïîëîâèíà ìàññèâà (ýëåìåíòû îò 𝑛/2 + 1 äî n) óäîâëå-
òâîðÿþò ñâîéñòâó êó÷è. Äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ âûçîâåì ôóíêöèþ ¾ïðîòàëêèâàíèÿ¿
ïî êó÷å, íà÷èíàÿ ñ 𝑛/2 äî 0.

void down_heap(int a[], int k, int n)

{

int temp=a[k];

while (k*2+1 < n) {

y=k*2+1;

if (y < n-1 && a[y] < a[y+1]) y++;

if (temp >= a[y]) break;

a[k]=a[y];

k=y;

}

a[k]=temp;

}

Ýòà ôóíêöèÿ ïîëó÷àåò óêàçàòåëü íà ìàññèâ, íîìåð ýëåìåíòà, êîòîðûé íåîáõîäèìî
ïðîòîëêíóòü è ðàçìåð êó÷è. Ó íåå åñòü íåáîëüøèå îòëè÷èÿ îò îáû÷íûõ ôóíêöèé ðàáîòû
ñ êó÷åé. Íîìåð ìèíèìàëüíîãî ïðåäêà õðàíèòñÿ â ïåðåìåííîé 𝑦, åñëè íåîáõîäèìîñòü â
îáìåíàõ çàêîí÷åíà, òî ìû âûõîäèì èç öèêëà è çàïèñûâàåì ïðîñåÿííóþ ïåðåìåííóþ íà
ïðåäíàçíà÷åííîå åé ìåñòî.

Ñàìà ñîðòèðîâêà áóäåò ñîñòîÿòü èç ñîçäàíèÿ êó÷è èç ìàññèâà è 𝑁 ïåðåíîñîâ ýëå-
ìåíòîâ ñ âåðøèíû êó÷è ñ ïîñëåäóþùèì âîññòàíîâëåíèåì ñâîéñòâà êó÷è:

void heap_sort(int a[], int n) {

int i, temp;
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for(i=n/2-1; i >= 0; i--) down_heap(a, i, n);

for(i=n-1; i > 0; i--) {

temp=a[i]; a[i]=a[0]; a[0]=temp;

down_heap(a, 0, i);

}

}

Âñåãî â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà áóäåò âûïîëíåíî 3 × 𝑁/2 − 2 âûçîâà ôóíêöèè
down_heap, êàæäûé èç êîòîðûõ çàíèìàåò 𝑂(log𝑁). Òàêèì îáðàçîì, ìû è ïîëó÷àåì
èñêîìóþ ñëîæíîñòü â 𝑂(𝑁 log𝑁), íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Êî-
ëè÷åñòâî ïðèñâàèâàíèé òàêæå ñîñòàâëÿåò 𝑂(𝑁 log𝑁).

Ïèðàìèäàëüíóþ ñîðòèðîâêó ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü, åñëè èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïîíÿòíî,
÷òî åäèíñòâåííîé ðàçðåøåííîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ¾ïðîòàëêèâàíèå¿ ýëåìåíòà ïî êó÷å,
ëèáî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

4.4 Быстрая сортировка

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè èäåè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â áûñòðîé ñîðòèðîâêå, ïðè
ïîèñêå ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Òî÷íî òàê æå, êàê è â òîì àëãîðèòìå, ìû âûáèðàåì
íåêèé îïîðíûé ýëåìåíò è âñå ÷èñëà, ìåíüøèå åãî ïåðåìåùàåì â ëåâóþ ÷àñòü ìàññèâà,
à âñå ÷èñëà áîëüøèå åãî � â ïðàâóþ ÷àñòü. Çàòåì âûçûâàåì ôóíêöèþ ñîðòèðîâêè äëÿ
êàæäîé èç ýòèõ ÷àñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, íàøà ôóíêöèÿ ñîðòèðîâêè äîëæíà ïðèíèìàòü óêàçàòåëü íà ìàññèâ
è äâå ïåðåìåííûå, îáîçíà÷àþùèå ëåâóþ è ïðàâóþ ãðàíèöó ñîðòèðóåìîé îáëàñòè.

4 9 7 6 2 3 8

i j

4 3 7 6 2 9 8

i j

4 9 2 6 7 3 8

i j

4 9 7 6 2 3 8

ij

Ðèñ. 4.3: Ïåðâûé ïðîõîä áûñòðîé ñîðòèðîâêè

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà âûáîðå îïîðíîãî ýëåìåíòà. Â íåêîòîðûõ êíèãàõ
ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöåé. Õîòÿ
òåîðåòè÷åñêè ýòî êðàñèâî è ïðàâèëüíî, íî íà ïðàêòèêå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
ãåíåðàöèè ñëó÷àéíîãî ÷èñëà äîñòàòî÷íî ìåäëåííàÿ è òàêîé ìåòîä çàìåòíî óõóäøàåò
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü àëãîðèòìà â ñðåäíåì.

Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñåðåäèíà îáëàñòè, ò.å. ýëåìåíò ñ èíäåêñîì (𝑙 + 𝑟)/2.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå èñïîëüçóþòñÿ áûñòðûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è äåëåíèÿ íà äâà, è â
öåëîì îí ðàáîòàåò äîñòàòî÷íî íåïëîõî. Îäíàêî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, ãäå ñóòüþ ÿâëÿ-
åòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñîðòèðîâêà, õèòðîå æþðè ñïåöèàëüíî ïîäáèðàåò òåñòû òàê, ÷òîáû
¾çàâàëèòü¿ ñòàíäàðòíóþ áûñòðóþ ñîðòèðîâêó ñ âûáîðîì îïîðíîãî ýëåìåíòà èç ñåðåäè-
íû. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ýòî î÷åíü ðåäêàÿ ñèòóàöèÿ, íî âñå æå ñòîèò çíàòü, ÷òî ìîæíî
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âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ñ èíäåêñîì 𝑚 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
𝑙 ≤ 𝑚 ≤ 𝑟. ×òîáû ýòî óñëîâèå âûïîëíÿëîñü, äîñòàòî÷íî âûáðàòü ïðîèçâîëüíûå äâà
÷èñëà 𝑥 è 𝑦 è âûáèðàòü 𝑚 èñõîäÿ èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ: 𝑚 = (𝑥×𝑙+𝑦×𝑟)/(𝑥+𝑦).
Â öåëîì òàêîé ìåòîä áóäåò íåçíà÷èòåëüíî ïðîèãðûâàòü âûáîðó ñðåäíåãî ýëåìåíòà, ò.ê.
òðåáóåò äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ óìíîæåíèé.

Ïðèâåäåì òåêñò ôóíêöèè áûñòðîé ñîðòèðîâêè ñ âûáîðîì ñðåäíåãî ýëåìåíòà â êà÷å-
ñòâå îïîðíîãî:

void quick_sort(int a[], int left, int right)

{

int i = left, j = right, temp, p;

p = a[(left+right)/2];

do {

while (a[i] < p) i++;

while (a[j] > p) j--;

if (i <= j) {

temp = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = temp;

i++; j--;

}

} while (i <= j);

if (j > left) quick_sort(a, left, j);

if (i < right) quick_sort(a, i, right);

}

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ áûñòðîé ñîðòèðîâêîé, íåîáõîäèìî ïåðåäàòü â ôóíêöèþ ëå-
âóþ è ïðàâóþ ãðàíèöû ñîðòèðóåìîãî ìàññèâà (ò.å., íàïðèìåð, âûçîâ äëÿ ìàññèâà a áóäåò
âûãëÿäåòü êàê quick_sort(a, 0, n-1).

Àëãîðèòì áûñòðîé ñîðòèðîâêè â ñðåäíåì èñïîëüçóåò𝑂(𝑁 log𝑁) ñðàâíåíèé è𝑂(𝑁 log𝑁)
ïðèñâàèâàíèé (íà ïðàêòèêå äàæå ìåíüøå) è èñïîëüçóåò 𝑂(log𝑁) äîïîëíèòåëüíîé ïà-
ìÿòè (ñòåê äëÿ âûçîâà ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé). Â õóäøåì ñëó÷àå àëãîðèòì èìååò ñëîæ-
íîñòü 𝑂(𝑁2) è èñïîëüçóåò 𝑂(𝑁) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè, îäíàêî âåðîÿòíîñòü âîçíèêíî-
âåíèÿ õóäøåãî ñëó÷àÿ êðàéíå ìàëà: íà êàæäîì øàãå âåðîÿòíîñòü õóäøåãî ñëó÷àÿ ðàâíà
2/𝑁 , ãäå 𝑁 � òåêóùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå îïòèìèçàöèè ìåòîäà áûñòðîé ñîðòèðîâêè.
Âî-ïåðâûõ, ïðè âûçîâå ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè âîçíèêàþò íàêëàäíûå ðàñõîäû íà õðà-

íåíèå ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ (êîòîðûå íàì íå îñîáî íóæíû ïðè ðåêóðñèâíûõ âûçîâàõ)
è äðóãîé ñëóæåáíîé èíôîðìàöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàìåíå ðåêóðñèè ñòåêîì ìû
ïîëó÷èì íåáîëüøîé ïðèðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è íåáîëüøîå ñíèæåíèå òðåáóåìîãî
îáúåìà äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

Âî-âòîðûõ, êàê ìû çíàåì, âûçîâ ôóíêöèè � äîñòàòî÷íî íàêëàäíàÿ îïåðàöèÿ, à äëÿ
íåáîëüøèõ ìàññèâîâ áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà ðàáîòàåò íå î÷åíü õîðîøî. Ïîýòîìó, åñëè ïðè
âûçîâå ôóíêöèè ñîðòèðîâêè â ìàññèâå íàõîäèòñÿ ìåíüøå, ÷åì 𝐾 ýëåìåíòîâ, ðàçóìíî
èñïîëüçîâàòü êàêîé-ëèáî íåðåêóðñèâíûé ìåòîä, íàïðèìåð, ñîðòèðîâêó âñòàâêàìè èëè
âûáîðîì. ×èñëî𝐾 ïðè ýòîì âûáèðàåòñÿ â ðàéîíå 20, êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïîäáèðàþòñÿ
îïûòíûì ïóòåì. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìîæåò äàòü äî 15% ïðèðîñòà ïðîèçâîäèòåëüíîñòè.

Áûñòðóþ ñîðòèðîâêó ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ äâóñâÿçíûõ ñïèñêîâ (ò.ê. â íåé
îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûé äîñòóï ñ íà÷àëà è ñ êîíöà), íî â ýòîì ñëó÷àå
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âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñ âûáîðîì îïîðíîãî ýëåìåíòà � åãî ïðèõîäèòñÿ áðàòü ïåðâûì èëè
ïîñëåäíèì â ñîðòèðóåìîé îáëàñòè. Ýòó ïðîáëåìà ìîæíî ðåøèòü íåêèì íàáîðîì ïñåâ-
äîñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ñïèñêà, òîãäà äàæå åñëè äàííûå áûëè ïîäîáðàíû
ñïåöèàëüíî, ýôôåêò íåéòðàëèçóåòñÿ.

4.5 Сортировка слияниями

Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèÿìè òàêæå îñíîâûâàåòñÿ íà èäåå, êîòîðàÿ óæå áûëà íàìè çà-
òðîíóòà ïðè ðàññìîòðåíèè àëãîðèòìà ïîèñêà äâóõ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â ýòîì
àëãîðèòìå ìû ñíà÷àëà ðàçîáüåì ýëåìåíòû íà ïàðû è óïîðÿäî÷èì èõ âíóòðè ïàðû. Çà-
òåì èç äâóõ ïàð ñîçäàäèì óïîðÿäî÷åííûå ÷åòâåðêè è ò.ä.

3 7 8 2 4 6 1 5 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 1
3 7 2 8 4 6 1 5 Ñëèÿíèå äî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

2 3 7 8 1 4 5 6 Ñëèÿíèå ïàð â óïîðÿäî÷åííûå ÷åòâåðêè
1 2 3 4 5 6 7 8 Ñëèÿíèå ïàð â óïîðÿäî÷åííûå ÷åòâåðêè

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñàì ïðîöåññ ñëèÿíèÿ: äëÿ êàæäîé èç ïîëîâèíîê ìû óñòàíàâ-
ëèâàåì óêàçàòåëè íà íà÷àëî, ñìîòðèì, â êàêîé èç ÷àñòåé ýëåìåíò ïî óêàçàòåëþ ìåíüøå,
çàïèñûâàåì ýòîò ýëåìåíò â íîâûé ìàññèâ è ïåðåìåùàåì ñîîòâåòñòâóþùèé óêàçàòåëü.

Îïèøåì ôóíêöèþ ñëèÿíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

void merge(int a[], int b[], int c, int d, int e)

{

int p1=c, p2=d, pres=c;

while (p1 < d && p2 < e)

if (a[p1] < a[p2])

b[pres++] = a[p1++];

else

b[pres++] = a[p2++];

while (p1 < d)

b[pres++]=a[p1++];

while (p2 < e)

b[pres++]=a[p2++];

}

Çäåñü 𝑎 � èñõîäíûé ìàññèâ, 𝑏 � ìàññèâ ðåçóëüòàòà, 𝑐 è 𝑑 � óêàçàòåëè íà íà÷àëî
ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî, 𝑒 � óêàçàòåëü íà êîíåö âòîðîé ÷àñòè.

Äàëåå îïèøåì äîâîëüíî õèòðóþ íåðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì:

void merge_sort(int a[], int n)

{

int *temp, *a2=a, *b=(int*)malloc(n*sizeof(int)), *b2;

int c, k = 1, d, e;

b2=b;

while (k <= 2*n) {

for (c=0; c<n; c+=k*2) {
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d=c+k<n?c+k:n;

e=c+2*k<n?c+2*k:n;

merge(a2, b, c, d, e);

}

temp = a2; a2 = b; b = temp;

k *= 2;

}

for (c=0; c<n; c++)

a[c] = a2[c];

free(b2);

}

Ðåêóðñèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ñîðòèðîâêè ñëèÿíèìè íåñêîëüêî ïðîùå, íî îáëàäàåò ìåíü-
øåé ýôôåêòèâíîñòüþ è òðåáóåò 𝑂(log𝑁) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

Àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü 𝑂(𝑁 log𝑁) è òðåáóåò 𝑂(𝑁) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.
Â îðèãèíàëå ýòîò àëãîðèòì áûë ïðèäóìàí äëÿ ñîðòèðîâêè äàííûõ âî âíåøíåé ïàìÿ-

òè (äàííûå áûëè ðàñïîëîæåíû â ôàéëàõ) è òðåáóåò òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîñòóïà.
Ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíèì äëÿ ñîðòèðîâêè îäíîñâÿçíûõ ñïèñêîâ.

4.6 Сортировка подсчетом

Ýòî ñîðòèðîâêà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî äëÿ äèñêðåòíûõ äàííûõ. Äîïóñòèì,
ó íàñ åñòü ÷èñëà îò 0 äî 99, êîòîðûå íàì ñëåäóåò îòñîðòèðîâàòü. Çàâåäåì ìàññèâ ðàç-
ìåðîì â 100 ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì áóäåì çàïîìèíàòü, ñêîëüêî ðàç âñòðå÷àëîñü êàæäîå
÷èñëî (ò.å. ïðè ïîÿâëåíèè ÷èñëà áóäåì óâåëè÷èâàòü ýëåìåíò âñïîìîãàòåëüíîãî ìàññèâà
ñ èíäåêñîì, ðàâíûì ýòîìó ÷èñëó, íà 1). Çàòåì ïðîñòî ïðîéäåì ïî âñåì ÷èñëàì îò 0 äî
99 è âûâåäåì êàæäîå ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî îíî âñòðå÷àëîñü. Ñîðòèðîâêà ðåàëèçóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

for (i=0; i<MAXV; i++)

c[i] = 0;

for (i=0; i<n; i++)

c[a[i]]++;

k=0;

for (i=0; i<MAXV; i++)

for (j=0; j<c[i]; j++)

a[k++]=i;

Çäåñü 𝑀𝐴𝑋𝑉 � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ (ò.å. âñå ÷èñëà
ìàññèâà äîëæíû ëåæàòü â ïðåäåëàõ îò 0 äî 𝑀𝐴𝑋𝑉 − 1).

Àëãîðèòì èñïîëüçóåò 𝑂(𝑀𝐴𝑋𝑉 ) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè è èìååò ñëîæíîñòü 𝑂(𝑁 +
𝑀𝐴𝑋𝑉 ). Åãî ïðèìåíåíèå äàåò îòëè÷íûé ðåçóëüòàò, åñëè 𝑀𝐴𝑋𝑉 íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìàññèâå.

4.7 Поразрядная сортировка

Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ïîäñ÷åòîì ÷ðåçâû÷àéíî ïðèâëåêàòåëåí ñâîåé âûñîêîé ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòüþ, íî îíà óõóäøàåòñÿ ïðè âîçðàñòàíèè 𝑀𝐴𝑋𝑉 , òàêæå ðåçêî âîçðàñòàþò
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òðåáîâàíèÿ ê äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Ôàêòè÷åñêè, íåâîçìîæíî îñóùåñòâèòü ñîðòèðîâ-
êó ïîäñ÷åòîì äëÿ ïåðåìåííûõ òèïà unsigned int (𝑀𝐴𝑋𝑉 ïðè ýòîì ðàâíî 232).

Â êà÷åñòâå ðàçâèòèÿ èäåè ñîðòèðîâêè ïîäñ÷åòîì ðàññìîòðèì ïîðàçðÿäíóþ ñîðòè-
ðîâêó. Ñíà÷àëà îòñîðòèðóåì ÷èñëà ïî ïîñëåäíåìó ðàçðÿäó (åäèíèö). Çàòåì ïîâòîðèì
òî æå ñàìîå äëÿ âòîðîãî è ïîñëåäóþùèõ ðàçðÿäîâ, ïîëüçóþñü êàêèì ëèáî óñòîé÷èâûì
àëãîðèòìîì ñîðòèðîâêè (ò.å. åñëè ÷èñëà ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì â ñîðòèðóåìîì ðàç-
ðÿäå øëè â îäíîì ïîðÿäêå, òî â îòñîðòèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îíè áóäóò èäòè
â òîì æå ïîðÿäêå).

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 457 839 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 837 657 839

Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì òàáëèöó, â ïåðâîì ñòîëáöå êîòîðîé
ðàñïîëîæåíû èñõîäíûå äàííûå, à â ïîñëåäóþùèõ � ðåçóëüòàò
ñîðòèðîâêè ïî ðàçðÿäàì.

Äëÿ ñàìîé ñîðòèðîâêè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîðòèðîâêó ïîä-
ñ÷åòîì. Ïîñëå ýòîãî áóäåì ïåðåäåëûâàòü ïîëó÷åííóþ òàáëèöó
òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ ðàçðÿäà ñîõðàíÿ-
ëàñü ïîçèöèÿ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé èäóò ÷èñëà ñ òàêèì çíà÷åíè-
åì â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçðÿäå (ò.å. ñêîëüêî ýëåìåíòîâ èìåþò
ìåíüøåå çíà÷åíèå â ýòîì ðàçðÿäå). Íàçîâåì ýòîò ìàññèâ 𝑐.

Ïîñëå ýòîãî áóäåì ïðîõîäèòü ïî âñåìó èñõîäíîìó ìàññèâó,
ñìîòðåòü íà òåêóùåå çíà÷åíèå ðàçðÿäà (𝑖), çàïèñûâàòü òåêóùåå ÷èñëî âî âñïîìîãàòåëü-
íûé ìàññèâ (𝑏) íà ïîçèöèþ 𝑐[𝑖], à çàòåì óâåëè÷èâàòü 𝑐[𝑖] (÷òîáû íîâîå ÷èñëî ñ òàêèì æå
çíà÷åíèåì òåêóùåãî ðàçðÿäà íå ëåãëî ïîâåðõ óæå çàïèñàííîãî).

Ïóñòü êîëè÷åñòâî çíàêîâ â ÷èñëå ðàâíî 𝑘, à êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ðàâ-
íî 𝑚 (ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè çàïèñè ÷èñëà). Òîãäà êîëè÷åñòâî ïðè-
ñâàèâàíèé, ïðîèçâîäèìîå àëãîðèòìîì, áóäåò ðàâíî 𝑂(𝑘 × 𝑁 + 𝑘 × 𝑚), à êîëè÷åñòâî
äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè � 𝑂(𝑁 + 𝑘 ×𝑚).

Ïðèâåäåì ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ ïîðàçðÿäíîé ñîðòèðîâêè äëÿ áåççíàêîâûõ 4-
áàéòíûõ ÷èñåë (unsigned int). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü 4 ðàçðÿäà, êàæäûé èç êîòîðûõ
ðàâåí áàéòó (ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 256). Ýòà ðåàëèçàöèÿ èñïîëüçóåò íåñêîëü-
êî õèòðîñòåé, êîòîðûå áóäóò ïîÿñíåíû íèæå.

void radix_sort(unsigned int a[], int n)

{

unsigned int *t, *a2=a;

unsigned int *b=(unsigned int*) malloc(n*sizeof(int));

unsigned int *b2;

unsigned char *bp;

int i, j, npos, temp;

int c[256][4];

b2 = b;

memset(c, 0, sizeof(int)*256*4);

bp = (unsigned char*) a;

For(i,n)

For (j,4) {

c[*bp][j]++;

bp++;

}

For(j,4) {
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npos = 0;

For(i,256) {

temp = c[i][j];

c[i][j] = npos;

npos += temp;

}

}

For(j,4) {

bp = (unsigned char*) a2 + j;

For(i,n) {

b[c[*bp][j]++] = a2[i];

bp += 4;

}

t = a2; a2 = b; b = t;

}

free(b2);

}

Ôóíêöèÿ memset èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàïîëíåíèÿ çàäàííîé îáëàñòè ïàìÿòè íóëÿìè
(îáíóëåíèå ìàññèâà), îíà íàõîäèòñÿ â áèáëèîòåêå string.h. Âñþ òàáëèöó ñäâèãîâ (𝑐)
ìû áóäåì ñòðîèòü çàðàíåå äëÿ âñåõ 4 ðàçðÿäîâ. Äëÿ ýôôåêòèâíî äîñòóïà ê îòäåëü-
íûì áàéòàì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óêàçàòåëü 𝑏𝑝 òèïà unsigned char * (òèï char êàê
ðàç çàíèìàåò 1 áàéò è ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê ÷èñëî). Çàòåì ìû ôîðìèðóåì ìîäè-
ôèöèðîâàííóþ òàáëèöó è ïðîâîäèì ñîáñòâåííî ôóíêöèþ ðàññòàíîâêè ÷èñåë ïî âñåì 4
ðàçðÿäàì.

Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü çàìåòèò â ïðèâåäåííîé ôóíêöèè íåñêîëüêî ìåñò, êîòîðûå
íà ïåðâûé âçãëÿä êàæóòñÿ îøèáî÷íûìè. Õîòÿ â òåêñòîâîì îïèñàíèè ìû è ãîâîðèëè,
÷òî ñëåäóåò ñîðòèðîâàòü, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíèõ ðàçðÿäîâ, â ðåàëèçàöèè ìû íà÷èíàåì ñ
ïåðâûõ áàéòîâ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â àðõèòåêòóðå x86 ÷èñëà õðàíÿòñÿ â ¾ïåðå-
âåðíóòîì¿ âèäå � ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ñîâìåñòèìîñòè ñ ìëàäøèìè ìîäåëÿìè.

Âòîðîå âîçìîæíîå ìåñòî äëÿ îøèáêè � ìàññèâ 𝑎 íå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå óêà-
çàòåëþ îòñîðòèðîâàííîãî ìàññèâà è íå îñóùåñòâëÿåòñÿ êîïèðîâàíèå îòñîðòèðîâàííûõ
ýëåìåíòîâ â íåãî â êîíöå ðàáîòû ôóíêöèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì ðàçðÿäîâ,
òàê ÷òî ðåçóëüòàò â èòîãå è òàê îêàçûâàåòñÿ â ìàññèâå a.

Âîîáùå ãîâîðÿ, äàëåêî íå îáÿçàòåëüíî òàê ñèëüíî ñâÿçûâàòü ïîðàçðÿäíóþ ñîðòèðîâ-
êó ñ àïïàðàòíûìè ñðåäñòâàìè. Áîëåå òîãî, îñíîâíîå óäîáñòâî ïîðàçðÿäíîé ñîðòèðîâêè
ñîñòîèò â òàì, ÷òî ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ñîðòèðîâàòü ñëîæíûå ñòðóêòóðû, òàêèå êàê
äàòû, ñòðîêè (ìàññèâû) è äðóãèå ñòðóêòóðû ñî ìíîãèìè ïîëÿìè.
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4.8 Сравнение производительности сортировок

Название Сравнений Присваиваний Память Время

Ïóçûðüêîì 𝑂(𝑁2) 𝑂(𝑁2) 0 −−−
Âûáîðîì 𝑂(𝑁2) 𝑂(𝑁) 0 −−−

Ïèðàìèäàëüíàÿ 𝑂(𝑁 log𝑁) 𝑂(𝑁 log𝑁) 0 16437
Áûñòðàÿ 𝑂(𝑁 log𝑁) 𝑂(𝑁 log𝑁) 𝑂(log𝑁) 5618
Ñëèÿíèåì 𝑂(𝑁 log𝑁) 𝑂(𝑁 log𝑁) 𝑂(𝑁) 7669
Ïîäñ÷åòîì 0 𝑂(𝑁) 𝑂(𝑀𝐴𝑋𝑉 ) 322
Ïîðàçðÿäíàÿ 0 𝑂(𝑘𝑁 + 𝑘𝑚) 𝑂(𝑁 + 𝑘𝑚) 1784

Òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà 107 ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, êîòîðûå íå ïðåâûøàëè 105.
Äëÿ êâàäðàòè÷íûõ àëãîðèòìîâ òåñòèðîâàíèå íå ïðîâîäèëîñü (ïîñêîëüêó ýòî çàíÿëî
áû î÷åíü áîëüøîå âðåìÿ). Ïðè òåñòèðîâàíèè èñïîëüçîâàëèñü ïðèâåäåííûå âûøå ôóíê-
öèè. Â òàáëèöå 𝑘 � êîëè÷åñòâî ¾öèôð¿, à 𝑚 � êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé, êîòîðîå ìîæåò
ïðèíèìàòü êàæäàÿ öèôðà.

Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà â õóäøåì ñëó÷àå èìååò 𝑂(𝑁2) ñðàâíåíèé è ïðèñâàèâàíèé.
Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ïîðàçðÿäíàÿ ñîðòèðîâêà îïåðåæàåò âñå îñòàëüíûå íà ¾îáû÷-

íûõ¿ äàííûõ, íî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ áîëüøå ïîäõîäèò áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà,
ò.ê. ðàçíèöà óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà ñîðòèðóåìûõ ýëåìåíòîâ, à
ñàìî ïî ñåáå ñ÷èòûâàíèå 107 ýëåìåíòîâ çàíèìàåò âðåìÿ íàìíîãî áîëüøåå, ÷åì ðàçíèöà
âî âðåìåíè ìåæäó ýòèìè ñîðòèðîâêàìè.

Ïðè ðåøåíèè òîé èëè èíîé çàäà÷è ñëåäóåò âûáèðàòü íóæíûé òèï ñîðòèðîâêè èñõîäÿ
èç òàáëèöû è ñïåöèôè÷åñêèõ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè (ìèíèìèçàöèÿ êîëè÷åñòâà ñðàâíå-
íèé èëè ïðèñâàèâàíèé, ñîðòèðîâêà ñïèñêîâ èëè ïîñëåäîâàòåëüíûé äîñòóï ê äàííûì).

Åùå îäíà ïðàêòè÷åñêàÿ ðåêîìåíäàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïðè ñîðòèðîâêå
ñëîæíûõ ñòðóêòóð (íàïðèìåð, ñòðîê) ñëåäóåò íå ïðîèçâîäèòü îáìåíû, à ïðîñòî ïåðå-
ñòàâëÿòü óêàçàòåëè (ñòðîêà ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ ñèìâîëîâ, à óêàçàòåëü
çàíèìàåò 4 áàéòà è ïðîöåññ ñîðòèðîâêè ìîæåò óñêîðèòüñÿ âî ìíîãî ðàç).

4.9 Сканирующая прямая

Î÷åíü ÷àñòî â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îáðàáîòàòü íåêîòî-
ðûå ñîáûòèÿ ïî ïîðÿäêó. Â ýòîì ñëó÷àå ñîáûòèÿ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî îñè ¾âðåìåíè¿ è
ñêàíèðóþùàÿ ïðÿìàÿ äâèæåòñÿ âäîëü ýòîé ïðÿìîé, ïåðåõîäÿ îò ñîáûòèÿ ê ñëåäóþùå-
ìó. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òàêóþ êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó: íà ïðÿìîé çàäàíî 𝑁 îòðåçêîâ
äâóìÿ ÷èñëàìè: êîîðäèíàòàìè íà÷àëà è êîíöà îòðåçêà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, êàêîå
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ ïîêðûâàåò íåêîòîðóþ òî÷êó.

Áóäåì äâèãàòüñÿ ïî ¾ñîáûòèÿì¿ (â íàøåì ñëó÷àå ñîáûòèåì ñ÷èòàåòñÿ äîñòèæåíèå
òî÷êè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì èëè êîíöà îòðåçêà) ñëåâà íàïðàâî. Åñëè î÷åðåäíàÿ
òî÷êà � íà÷àëî îòðåçêà, òî ïðèáàâèì ê ñ÷åò÷èêó íà÷àâøèõñÿ, íî íå êîí÷èâøèõñÿ îò-
ðåçêîâ åäèíèöó. Åñëè æå î÷åðåäíàÿ òî÷êà � êîíåö îòðåçêà, òî âû÷òåì èç ñ÷åò÷èêà
åäèíèöó. Â ñëó÷àå, åñëè â îäíîé òî÷êå ïðîèñõîäèò íåñêîëüêî ñîáûòèé, òî áóäåì ó÷è-
òûâàòü ñíà÷àëà íà÷àëà îòðåçêîâ, à çàòåì èõ êîíöû: â íàøåé çàäà÷å òî÷êà ñ÷èòàåòñÿ
ïîêðûòîé îòðåçêîì, åñëè îíà ïîêðûòà õîòÿ áû îäíîé åãî òî÷êîé, à çíà÷èò â ñëó÷àå åñëè
â íåêîòîðîé òî÷êå ïðåäûäóùèé îòðåçîê êîí÷àåòñÿ, à íîâûé � íà÷èíàåòñÿ, òî íåîáõî-
äèìî ó÷åñòü, ÷òî òî÷êà ïîêðûòà äâóìÿ îòðåçêàìè. Â äðóãèõ çàäà÷àõ óïîðÿäî÷èâàíèÿ
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îäíîâðåìåííûõ ñîáûòèé îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ.
Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîãî ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî ¾ñëèòü¿ êîîðäèíàòû íà÷àë è êîíöîâ îò-

ðåçêîâ â îäèí ìàññèâ, ïðè ýòîì äîïîëíèâ èõ ïðèçíàêîì òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà íà÷àëîì
èëè êîíöîì îòðåçêà. Çàòåì ýòîò ìàññèâ ñîðòèðóåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ïî êîîðäèíàòå, à
â ñëó÷àå èõ ñîâïàäåíèÿ � ïî ïðèçíàêó íà÷àëà èëè êîíöà. Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèì öèêë,
êîòîðûé ïðîõîäèò ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì òî÷êàì è ïðèáàâëÿåò åäèíèöó ê ñ÷åò÷èêó â
ñëó÷àå åñëè î÷åðåäíàÿ òî÷êà èìååò ïðèçíàê íà÷àëà è âû÷èòàåò åäèíèöó åñëè î÷åðåäíàÿ
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì îòðåçêà. Äîñòèãíóòûé âî âðåìÿ ýòîãî ïðîõîäà ìàêñèìóì è áóäåò
ÿâëÿòüñÿ îòâåòîì íà çàäà÷ó.

Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ èíòåðåñíåå, åñëè êðîìå ñàìîãî ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà îòðåç-
êîâ, êîòîðûìè ïîêðûòà òî÷êà, íåîáõîäèìî âûâåñòè è íîìåðà ýòèõ îòðåçêîâ.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ¾â ëîá¿. Ñïèñîê íà÷àâøèõñÿ, íî íå çàêîí÷èâøèõñÿ, îòðåçêîâ
ëåãêî ïîääåðæèâàòü â âèäå áóëåâñêîãî ìàññèâà. Îäíàêî ïðè íàõîæäåíèè î÷åðåäíîãî
ìàêñèìóìà íàäî ñîâåðøèòü ïðîõîä ïî ýòîìó ìàññèâó ÷òîáû ñîõðàíèòü îòâåò. Îäèí ïðî-
õîä ïî òàêîìó ìàññèâó çàéìåò 𝑂(𝑁) âðåìåíè, îòâåò òàêæå ìîæåò îáíîâëÿòüñÿ ïîðÿäêà
𝑁 ðàç (êîãäà âñå îòðåçêè ïîñëåäîâàòåëüíî âëîæåíû äðóã â äðóãà). Òàêèì îáðàçîì,
ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ ñîñòàâèò 𝑂(𝑁2), ÷òî ñëèøêîì ìíîãî äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷
òàêîãî ðîäà.

Áîëåå ðàçóìíî ñäåëàòü äâóõïðîõîäíîå ðåøåíèå. Ïåðâûé ïðîõîä áóäåò ðåøàòü èñõîä-
íóþ çàäà÷ó � èñêàòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ, ïîêðûâàþùèõ òî÷êó. Âòîðîé
ïðîõîä áóäåò íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ïåðâîãî, à èìåííî: êîãäà çíà÷åíèå ñ÷åò÷è-
êà íà÷àâøèõñÿ, íî íå çàêîí÷èâøèõñÿ îòðåçêîâ ñòàíåò ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ,
ñëåäóåò ïðåêðàòèòü äàëüíåéøèé ïîèñê è ïðîéòè ïî áóëåâñêîìó ìàññèâó, â êîòîðîì ïî-
ìå÷åíû ýòè îòðåçêè è âûâåñòè èõ. Ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ ñîñòàâèò 𝑂(𝑁) (ïåðâûé
è âòîðîé ïðîõîä çàéìóò ïîðÿäêà 𝑁 îïåðàöèé, ïðîõîä ïî ìàññèâó îòêðûòûõ îòðåçêîâ
òàêæå çàéìåò 𝑂(𝑁) îïåðàöèé è áóäåò âûïîëíåí îäèí ðàç.
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Лекция 5

STL

Версия C от 21.11.2009

5.1 Введение

STL ðàñøèôðîâûâàåòñÿ êàê Standard Template Library. Ïî-ðóññêè ýòî çâó÷èò
êàê ¾Ñòàíäàðòíàÿ áèáëèîòåêà øàáëîíîâ¿.

Ìåõàíèçì øàáëîíîâ è áèáëèîòåêà STL îòíîñÿòñÿ ê ÿçûêó C++, ïîýòîìó ìû íå
áóäåì ñèëüíî óãëóáëÿòüñÿ â ñèíòàêñèñ è ÷àñòü ìîìåíòîâ îñòàâèì áåç ïîäðîáíîãî îïè-
ñàíèÿ. Ïðîãðàììû, èñïîëüçóþùèå STL ìîæíî êîìïèëèðîâàòü òîëüêî êîìïèëÿòîðîì
ÿçûêà C++ (íàïðèìåð, g++)!

Âêðàòöå øàáëîíû ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü êàê ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ çàäàåòñÿ òèï
âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, QuickSort îäèíàêîâî õîðîøî ìîæåò ñîðòèðîâàòü è
öåëûå, è âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à òàêæå äðóãèå òèïû äàííûõ. Îäíàêî áåç èñïîëüçîâàíèÿ
øàáëîíîâ íàì ïðèøëîñü áû ñîçäàâàòü ñâîþ ôóíêöèþ äëÿ êàæäîãî èç òèïîâ äàííûõ,
ïðè ýòîì î÷åíü ÷àñòî ôóíêöèè ðàçëè÷àëèñü áû òîëüêî â çàãîëîâêå è òèïàõ ëîêàëüíûõ
ïåðåìåííûõ. Èñïîëüçîâàíèå øàáëîíà çíà÷èòåëüíî óñêîðÿåò ðàçðàáîòêó áîëüøèõ ïðî-
åêòîâ è áèáëèîòåê, íî èõ íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå íà îëèìïèàäå íåîïðàâäàííî,
ò.ê. çíà÷èòåëüíî ïðîùå ñäåëàòü copy-paste è âíåñòè íåîáõîäèìûå èçìåíåíèÿ â íîâóþ
ôóíêöèþ.

STL ïðåäîñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð øàáëîííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ðåàëèçóþò ôóíêöè-
îíàëüíîñòü ìíîãèõ ñòðóêòóð äàííûõ è íåêîòîðûõ àëãîðèòìîâ. Â çàäà÷àõ, ãäå òðåáó-
åòñÿ âûïîëíèòü ÷èñòî òåõíè÷åñêèå äåéñòâèÿ (à òàêèå äåéñòâèÿ ïî÷òè âñåãäà áûâàþò â
îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ) óìåñòíî èñïîëüçîâàòü STL, ò.ê. ýòî óñêîðÿåò ïðîöåññ íàïèñàíèÿ
ïðîãðàììû. Òåì íå ìåíåå, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî çàáûòü ìåòîäû ñîðòèðîâêè è ðå-
àëèçàöèþ ñòðóêòóð äàííûõ, ò.ê. ÷àñòî ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâûâàåòñÿ íà êàêîì-ëèáî àë-
ãîðèòìå, íî íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ñ ïîìîùüþ áèáëèîòå÷íîé ôóíêöèè (íàïðèìåð,
íàëîæåíû êàêèå-ëèáî îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå íåâîçìîæíî èëè î÷åíü ñëîæíî îòðàçèòü â
áèáëèîòåêå).

Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå STL ìîæåò èçáàâèòü íàñ îò ðóòèííîé ðàáîòû, à ýòî íå òîëüêî
ïðèÿòíî, íî è ïîëåçíî.

Êíèãè, ïîñâÿùåííûå STL, íåðåäêî ñîäåðæàò íåñêîëüêî ñîòåí ñòðàíèö, ïîýòîìó,
åñòåñòâåííî, â ëåêöèè áóäåò îõâà÷åíà äàëåêî íå âñÿ ôóíêöèîíàëüíîñòü áèáëèîòåêè.
Â ýòîé ëåêöèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîçìîæíîñòè STL òîëüêî äëÿ óæå èçó÷åííûõ
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ñòðóêòóð äàííûõ è àëãîðèòìîâ, â äàëüíåéøåì áóäåì óêàçûâàòü âîçìîæíîñòè STL ïî
ìåðå èçó÷åíèÿ íîâûõ ñòðóêòóð äàííûõ è àëãîðèòìîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû STL ðàáîòàë, â íà÷àëå ïðîãðàììû (ïîñëå âñåõ #include) íåîáõî-
äèìî íàïèñàòü using namespace std; Ýòà êîìàíäà óêàçûâàåò, ÷òî íàäî ïîëüçîâàòüñÿ
ïðîñòðàíñòâîì èìåí std. Â íàøåì êóðñå ñóòü êîìàíäû íå âàæíà, ãëàâíîå � íàì íåîá-
õîäèìî çíàòü, ÷òî ýòî íàêëàäûâàåò íà íàñ îãðàíè÷åíèÿ - çàïðåùåíî èñïîëüçîâàòü íåêî-
òîðûå ñëîâà, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ ¾êëþ÷åâûìè¿ (íàïðèìåð: stack, queue, vector, sort,
count, . . . ).

5.2 Пара (pair)

Ïàðà, ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ øàáëîííîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò äâà ïîëÿ (âîç-
ìîæíî, ðàçíûõ òèïîâ), íàçûâàþòñÿ îíè first è second.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü pair, íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü áèáëèîòåêó <utility>

(îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî .h ïèñàòü íå íàäî).
Ïóñòü, íàïðèìåð, ìû õîòèì ñîçäàòü ïàðó èç öåëîãî è âåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Òîãäà åå

ñîçäàíèå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
pair <int, double> p;

Òåïåðü ìû ìîæåì îáðàùàòüñÿ ê p òî÷íî òàê æå, êàê ê îáû÷íîé ñòðóêòóðå, íàïðèìåð,
òàê:

p.first = 5; p.second = 3.1415;

Ïàðû îäèíàêîâîãî òèïà ìîæíî ïðèñâàèâàòü äðóã äðóãó. Ïàðû èñïîëüçóþòñÿ â àññî-
öèàòèâíûõ êîíòåéíåðàõ (î íèõ áóäåò ñêàçàíî ïîçæå). Ïîëÿ ïàðû ìîãóò áûòü íå òîëüêî
ýëåìåíòàðíîãî, íî è ñîñòàâíîãî òèïà, íàïðèìåð, îïÿòü æå ïàðîé. Äëÿ ïðèìåðà, ïðèâå-
äåì ðåàëèçàöèþ ñòðóêòóðû, õðàíÿùåé äàòó ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàð (ãîä, ìåñÿö, äåíü):

pair <int, pair <int, int> > date1, date2;

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî > ðàçäåëåíû ïðîáåëîì, åñëè íå ðàçäåëÿòü èõ, òî ýòà çàïèñü
áóäåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê îïåðàòîð ñäâèãà âïðàâî >>, ÷òî ïðèâåäåò ê îøèáêå ïðè
êîìïèëÿöèè.

Îáðàùåíèå ê ïîëÿì áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

int year = date1.first;

int month = date1.second.first;

int day = date1.second.second;

Íå î÷åíü óäîáíûé ôîðìàò, íî ìîæíî ïðèäóìàòü ìàêðîñû, êîòîðûå îáëåã÷àò íàì
äîñòóï ê ïîëÿì.

Êðàéíå ïîëåçíîå ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïàðû ìîæíî ñðàâíèâàòü. Ïðè ýòîì
ñðàâíåíèå èäåò ñëåâà íàïðàâî. Ò.î. äëÿ íàøåé äàòû ñíà÷àëà ñðàâíÿòñÿ ãîäû, ïðè ðàâíûõ
ãîäàõ ñðàâíÿòñÿ ìåñÿöû è ò.ä. Ýòî î÷åíü óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðè ñîðòèðîâêå. Íà ýòîì
çàêîí÷èì ðàññìîòðåíèå ïàð è ïåðåéäåì ê áîëåå îñìûñëåííûì ñòðóêòóðàì äàííûõ.

5.3 Стек (stack)

Ñòåê óæå çíàêîìàÿ íàì ñòðóêòóðà äàííûõ. Óäîáñòâî èñïîëüçîâàíèå ñòåêà STL ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ó íàñ íåò íåîáõîäèìîñòè çàðàíåå çàäàâàòü ðàçìåð ñòåêà, îäíàêî çà ýòî
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ïðèõîäèòñÿ ðàñïëà÷èâàòüñÿ íàêëàäíûìè ðàñõîäàìè. Ôàêòè÷åñêè, STL ðåàëèçóåò ñòåê
íà ñòðóêòóðå, êîòîðàÿ ðàáîòàåò àíàëîãè÷íî ðàñøèðÿåìîìó ìàññèâó èç âòîðîé ëåêöèè
(log𝑁 âûäåëåíèé ïàìÿòè è äâóêðàòíîå óâåëè÷åíèå òðåáóåìîé ïàìÿòè).

×òîáû èñïîëüçîâàòü ñòåê, íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü áèáëèîòåêó <stack>. Ïðèâåäåì
ïðèìåð ïðîãðàììû, à çàòåì ðàçáåðåìñÿ ñî âñåìè èñïîëüçîâàííûìè ôóíêöèÿìè:

#include <stack>

#include <stdio.h>

using namespace std;

int main()

{

stack <int> S;

S.push(8);

S.push(7);

int x = S.size(); //x==2

while (!S.empty()) {

printf("%d ", S.top());

S.pop();

}

return 0;

}

Âûâîä ýòîé ïðîãðàììû áóäåò 78 (êàê è ïîëîæåíî ñòåêó).
Âíà÷àëå ìû ñîçäàåì ñòåê äëÿ öåëûõ ÷èñåë stack <int>, ïðè ýòîì îí ïóñò. Äëÿ ñòåêà

îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
void push(<type>) � äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â ñòåê.
void pop() � óäàëÿåò ýëåìåíò ñ âåðøèíû ñòåêà.
<type> top() � âîçâðàùàåò ýëåìåíò ñ âåðøèíû ñòåêà.
unsigned int size() � îïðåäåëÿåò ðàçìåð ñòåêà (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ).
bool empty() � âîçâðàùàåò èñòèíó, åñëè ñòåê ïóñò.
Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäàìè êëàññà. Äëÿ òåõ, êòî íå çíàåò C++ ñëåäóåò ïî-

íèìàòü èõ àíàëîãè÷íî ïîëÿì ñòðóêòóðû (ñèíòàêñèñ îáðàùåíèÿ ê ìåòîäàì êëàññà òàêîé
æå, êàê ê ïîëÿì ñòðóêòóðû).

5.4 Очередь (queue)

Äëÿ ðàáîòû ñ î÷åðåäüþ íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü áèáëèîòåêó <queue>. Î÷åðåäü òàê-
æå íàçûâàåòñÿ queue. ×òîáû ñîçäàòü î÷åðåäü èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñëåäóåò íàèñàòü
queue <double> q;

Ó î÷åðåäè èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû:
void push(<type>) � äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â î÷åðåäü.
void pop() � óäàëÿåò ýëåìåíò èç ãîëîâû î÷åðåäè.
<type*> front() � âîçâðàùàåò ññûëêó íà ýëåìåíò èç ãîëîâû î÷åðåäè.
<type*> back() � âîçâðàùàåò ññûëêó íà ýëåìåíò èç õâîñòà î÷åðåäè.
unsigned int size() � îïðåäåëÿåò ðàçìåð î÷åðåäè (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ).
bool empty() � âîçâðàùàåò èñòèíó, åñëè î÷åðåäü ïóñòà.
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5.5 Дек (deque)

Äëÿ ðàáîòû ñ äåêîì íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü áèáëèîòåêó <deque>. ×òîáû ñîçäàòü
äåê èç ñèìâîëîâ ñëåäóåò íàèñàòü deque <char> d;

Î÷åðåäè è ñòåêè â STL ðåàëèçóþòñÿ íàä äåêîì (ò.ê. äåê ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâûâàòü
ôóíêöèîíàëüíîñòü è òîãî è äðóãîãî).

Íåêîòîðûå ìåòîäû äåêà:
void push_back(<type>) � äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â êîíåö äåêà.
void push_front<type>) � äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â íà÷àëî äåêà.
void pop_back() � óäàëÿåò ýëåìåíò ñ êîíöà äåêà.
void pop_front() � óäàëÿåò ýëåìåíò ñ íà÷àëà äåêà.
<type*> front() � âîçâðàùàåò ññûëêó íà ýëåìåíò èç ãîëîâû äåêà.
<type*> back() � âîçâðàùàåò ññûëêó íà ýëåìåíò èç õâîñòà äåêà.
unsigned int size() � îïðåäåëÿåò ðàçìåð äåêà (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ).
bool empty() � âîçâðàùàåò èñòèíó, åñëè äåê ïóñò.

5.6 Очередь с приоритетами (куча, priority_queue)

Äëÿ ðàáîòû ñ êó÷åé (î÷åðåäüþ ñ ïðèîðèòåòàìè) íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü áèáëèîòåêó
<queue>. Êó÷à íàçûâàåòñÿ priority_queue. ×òîáû ñîçäàòü êó÷ó èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
ñëåäóåò íàèñàòü priority_queue <double> h;

Íåêîòîðûå ìåòîäû êó÷è:
void push(<type>) � äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â êó÷ó.
void pop() � óäàëÿåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò èç êó÷è.
<type> top() � âîçâðàùàåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò â êó÷å.
unsigned int size() � îïðåäåëÿåò ðàçìåð êó÷è (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ).
bool empty() � âîçâðàùàåò èñòèíó, åñëè êó÷à ïóñòà.

5.7 Динамически расширяемый массив (vector)

vector â STL âåäåò ñåáÿ òî÷íî òàêæå, êàê äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìûé ìàññèâ èç
âòîðîé ëåêöèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû vector ðàáîòàë íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü áèáëèîòåêó
<vector>.

Ìû ìîæåì ñîçäàâàòü ïóñòîé âåêòîð òàê: vector <int> v;

Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì ñîçäàòü âåêòîð ñ çàðàíåå çàäàííûì íà÷àëüíûì êîëè÷åñòâîì
ýëåìåíòîâ: vector <int> v(10);

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çàïèñü vector <int> v[10]; ñîçäàñò ìàññèâ èç 10 ïóñòûõ
âåêòîðîâ.

Äëÿ äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ â âåêòîð ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óæå çíàêîìûé íàì push_back.
Äîñòóï ê ýëåìåíòàì âåêòîðà ìîæíî îñóùåñòâëÿòü òàê æå, êàê è â îáû÷íîì ìàññèâå,
çàäàâàÿ èíäåêñ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.

Êðîìå òîãî, â âåêòîðå ñóùåñòâóþò è íåêîòîðûå äðóãèå ïîëåçíûå ìåòîäû:
void push_back(<type>) � äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â êîíåö âåêòîðà. Ïðè íåîáõîäèìî-

ñòè (âåêòîð çàïîëíåí) îí ðàñøèðÿåòñÿ âäâîå.
unsigned int size() � îïðåäåëÿåò ðàçìåð âåêòîðà (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ).
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unsigned int capacity() � âîçâðàùàåò ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, êî-
òîðîå ìîæåò ïîìåñòèòñÿ â âåêòîð áåç ðàñøèðåíèÿ.

void resize() � èçìåíÿåò ðàçìåð âåêòîðà. Ýòà îïåðàöèÿ àíàëîãè÷íà realloc.

void clear() � î÷èùàåò ñîäåðæèìîå âåêòîðà (ðàçìåð âåêòîðà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì
íóëþ).

5.8 Вектор битов (bit_vector)

Â áèáëèîòåêå <vector> òàêæå ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíûé òèï äëÿ vector <bool> (ëî-
ãè÷åñêèå ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ true è false) � bit_vector. Ýòîò òèï íå
ïðîñòî ñîçäàåò âåêòîð èç áóëåâñêèõ ïåðåìåííûõ (êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàíèìàåò 1 áàéò),
à îïòèìèçèðóåò ðàñïîëîæåíèå òàê, ÷òî â îäèí áàéò ïîìåùàåòñÿ 8 bool-ïåðåìåííûõ. Ðà-
áîòà åãî àíàëîãè÷íà áèòîâîìó ìàññèâó, íî ìû ëèøàåìñÿ âîçìîæíîñòè îïåðèðîâàòü öå-
ëûìè íàáîðàìè áèòîâ â ðàìêàõ îäíîé ïåðåìåííîé (÷òî ÷àñòî áûâàåò óäîáíî è ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì ýòàïîì ðåøåíèÿ çàäà÷è). Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ bit_vector
âåñüìà îãðàíè÷åíà. Äëÿ íåãî ñóùåñòâóþò îïåðàöèè resize, îáðàùåíèå ïî èíäåêñó è
íåêîòîðûå äðóãèå. Ïðîâåðüòå, ÷òî âàø êîìïèëÿòîð ïîääåðæèâàåò bit_vector (ýòîò
òèï äîñòóïåí äàëåêî íå âî âñåõ êîìïèëÿòîðàõ).

5.9 Строка (string)

Êëàññ string ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êëàññà vector <char> è ñîäåðæèò íåêîòîðûå
ñïåöèôè÷íûå äëÿ ñòðîê ìåòîäû. string òàêæå óìååò äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿòüñÿ, îäíàêî
ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ýòî òðåáóåò íåêîòîðûõ íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ (êàê è â äèíàìè÷åñêè
ðàñøèðÿåìîì ìàññèâå).

Â ïðèíöèïå, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ôóíêöèîíàëüíîñòè ðàáîòû ñî ñòðîêàìè ðåàëèçî-
âàíà â áèáëèîòåêå <string.h> (ôóíêöèè strcmp, strcat, strcpy, strlen è äð.), íî
èñïîëüçîâàíèå string-îáúåêòîâ ÷àñòî áûâàåò óäîáíåå.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ string íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü áèáëèîòåêó <string>. Ñàì îáú-
åêò string ñîçäàåòñÿ òàê: string s1, s2;

Äëÿ string-îáúåêòîâ îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ, ò.å. ìîæíî íàïèñàòü s1 + s2

è ðåçóëüòàòîì ýòîé îïåðàöèè áóäåò êîíêàòåíàöèÿ ñòðîê (ñòðîêà s2 áóäåò äîïèñàíà â
êîíåö ñòðîêè s1). Òàêæå îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ïðèñâàèâàíèÿ, êîòîðàÿ ñîçäàåò êîïèþ
ñòðîêè (à íå ïðèñâàèâàåò óêàçàòåëü, êàê â ñëó÷àå char[]). Êðîìå òîãî, äëÿ string

ïåðåîïðåäåëåíû îïåðàöèè << è >>, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âûâîäèòü è ââîäèòü string ñ
ïîìîùüþ ïîòîêîâ ââîäà-âûâîäà. Ñòðîêè ìîæíî ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé, ïîëüçóÿñü
îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñðàâíåíèÿ (<, > è ò.ä.)

string ìîæíî ïðèñâàèâàòü îáû÷íûì C-ìàññèâàì òèïà char, ìàññèâû ìîãóò ó÷àñòâî-
âàòü â îïåðàöèÿõ ñëîæåíèÿ, ñðàâíåíèÿ è ò.ï. (äëÿ íèõ íåÿâíî ñòðîèòñÿ string-îáåðòêà)

Îáúåêò string ïîääåðæèâàåò âñþ ôóíêöèîíàëüíîñòü îáúåêòà vector (ò.å. ìåòîäû,
ïðèìåíèìûå ê vector ìîãóò áûòü òàêæå ïðèìåíåíû ê string ñ òåì æå ñèíòàêñèñîì).
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïåöèôè÷íûå äëÿ string ìåòîäû:

char* c_str()� âîçâðàùàåò óêàçàòåëü íà ìàññèâ char, êîòîðûé ñîäåðæèò C-ñòðîêó.
Ýòèì ìåòîäîì óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ, åñëè èñïîëüçóåòñÿ âûâîä áèáëèîòåêè <stdio.h> è
â íåêîòîðûõ äðóãèõ ñèòóàöèÿõ.
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unsigned int length() � âîçâðàùàåò äëèíó ñòðîêè. Ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçî-
âàòü ýòîò ìåòîä, à íå size(), ò.ê. ðåàëèçàöèÿ ñòðîêè ìîæåò áûòü íå òîëüêî íà âåêòîðå,
è â òàêîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ length áóäåò ðàáîòàòü áûñòðåå.

unsigned int find(string substr) � èùåò ïîäñòðîêó substr â ñòðîêå. Âîçâðàùà-
åò èíäåêñ, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ïåðâîå âõîæäåíèå ïîäñòðîêè â ñòðîêó.

unsigned int find(string substr, unsigned int from)� èùåò ïîäñòðîêó substr
â ñòðîêå íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèè from. Ýòî óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîèñêà âñåõ äàííûõ ïîä-
ñòðîê.

unsigned int rfind(string substr)� èùåò ïîäñòðîêó substr â ñòðîêå. Âîçâðàùà-
åò èíäåêñ, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ïîñëåäíåå âõîæäåíèå ïîäñòðîêè â ñòðîêó. Ôàêòè÷åñêè,
òî æå ñàìîå ÷òî è find, íî ìû íà÷èíàåì èñêàòü âõîæäåíèÿ ñ êîíöà.

unsigned int rfind(string substr, unsigned int from) � èùåò ïîñëåäíþþ ïîä-
ñòðîêó substr â ñòðîêå, èíäåêñ íà÷àëà êîòîðîé ìåíüøå from.

unsigned int find_first_of(string substr) � èùåò ïåðâîå âõîæäåíèå êàêîãî-
ëèáî ñèìâîëà èç substr â ñòðîêå. Ñóùåñòâóåò òàêæå àíàëîã ñ ïàðàìåòðîì from, ôóíê-
öèÿ find_last_of, êîòîðàÿ äåëàåò òî æå ñàìîå, íî ñ êîíöà ñòðîêè, à òàêæå ôóíêöèÿ
find_first_not_of, îíà èùåò ïåðâûé ñèìâîë â ñòðîêå, êîòîðûé íå âõîäèò â substr (òàê-
æå ñóùåñòâóåò find_last_not_of). Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð,
ðàçáèòü ñòðîêó íà òîêåíû (ñëîâà), ïåðåäàâàÿ â êà÷åñòâå substr ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ
çíàêè ïðåïèíàíèÿ è ïðîáåëû, íàïðèìåð � ,.\t\n)�. Ýòî ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî, êîãäà
íåîáõîäèî ðàçáèòü òåêñò íà îòäåëüíûå ñëîâà (âñòðîåííûõ ñðåäñòâ äëÿ ýòîãî, ê ñîæàëå-
íèþ, íåò, è ïðèõîäèòñÿ ðåàëèçîâûâàòü ýòî âðó÷íóþ).

string substr(unsigned int n) � ñîçäàåò íîâóþ ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ ïåðâûå n
ñèìâîëîâ ñòðîêè.

string substr(unsigned int k, unsigned int n) � ñîçäàåò íîâóþ ñòðîêó, ñîäåð-
æàùóþ n ñèìâîëîâ ñòðîêè, íà÷èíàÿ ñ k-ãî.

Òàêæå ñóùåñòâóåò ìíîãî äðóãèõ ìåòîäîâ è èõ âàðèàöèé, ïîäðîáíåå î êîòîðûõ ìîæíî
ïðî÷èòàòü â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå ïîìîùè. Îòìåòèì ìåòîäû replace (óäàëåíèå
ïîäñòðîê) è insert (âñòàâêà ïîäñòðîê), êîòîðûå ÷àñòî áûâàþò ïîëåçíû, íî îáèëèå èõ
âàðèàöèé íå ïîçâîëÿåò îïèñàòü èõ â ðàìêàõ îäíîé ëåêöèè.

5.10 Итераторы

Èòåðàòîð � óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá äîñòóïà ê ýëåìåíòàì êîíòåéíåðà. Èòåðàòîð ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê óêàçàòåëü, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíî íåñêîëüêî îïåðàöèé. Â
÷àñòíîñòè, ïîëåçíûìè äëÿ íàñ áóäóò îïåðàöèè ðàçûìåíîâûâàíèÿ (*it) � äîñòóï ê äàí-
íûì ïî ýòîìó ¾óêàçàòåëþ¿ (ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü -> äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïîëÿì),
èíêðåìåíòà (++) � ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó îáúåêòó â êîíòåéíåðå è ñðàâíåíèå èòåðàòîðîâ
(== è !=). Íà ñàìîì äåëå, îïåðàöèé äëÿ èòåðàòîðîâ íåñêîëüêî áîëüøå, íî ìû íå áóäåì
èõ èñïîëüçîâàòü.

Èòåðàòîðû äåëÿòñÿ íà 3 òèïà: ïðîèçâîëüíîãî äîñòóïà (ìû íå áóäåì èõ èñïîëüçîâàòü,
ò.ê. îíè ëèáî íå ïîääåðæèâàþòñÿ êîíòåéíåðîì, ëèáî ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà îáðàùå-
íèå ïî èíäåêñó), ïîñëåäîâàòåëüíîãî è îáðàòíîãî äîñòóïà. Èòåðàòîð ïîñëåäîâàòåëüíîãî
äîñòóïà óäîáåí äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ êîíòåéíåðà, à èòåðàòîð îá-
ðàòíîãî äîñòóïà îñóùåñòâëÿåò äîñòóï ê ýëåìåíòàì êîíòåéíåðà â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Äëÿ ëþáîãî êîíòåéíåðà îïðåäåëåíû äâà èòåðàòîðà: íà÷àëà è êîíöà. Äîïóñòèì, ìû
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õîòèì âûâåñòè âñå ÷èñëà èç âåêòîðà (vector <int> v) ïîñëåäîâàòåëüíî. Ñîîòâåòñòâó-
þùèé êîä áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

vector <int>::iterator it;

for (it = v.begin(); it != v.end(); it++)

printf("%d ", *it);

×òîáû ñîçäàòü èòåðàòîð ïî êàêîìó-ëèáî êîíòåéíåðó, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà óêàçàòü
òèï êîíòåéíåðà (vector <int> â íàøåì ñëó÷àå), çàòåì íàïèñàòü ::iterator è óêàçàòü
èìÿ èòåðàòîðà.

×òîáû èòåðàòîð óêàçûâàë íà ïåðâûé ýëåìåíò êîíòåéíåðà, íåîáõîäèìî ïðèñâàèâà-
íèå it = v.begin(). Ìåòîä begin() âîçâðàùàåò óêàçàòåëü íà ïåðâûé ýëåìåíò ëþáî-
ãî êîíòåéíåðà. Ìû áóäåì èäòè äî ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà. Ýòî ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
it != v.end(). end() óêàçûâàåò íà ñëåäóþùèé ïîñëå ïîñëåäíåãî ýëåìåíò êîíòåéíå-
ðà. Ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó ýëåìåíòó îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè èíêðåìåíòà
it++. Ïðè âûâîäå ìû ïðîñòî ðàçûìåíîâûâàåì èòåðàòîð è ïîëó÷àåì åãî ñîäåðæèìîå.

Òåïåðü âûâåäåì íàø âåêòîð â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ýòî äåëàåòñÿ î÷åíü ïîõîæå:

vector <int>::reverse_iterator it;

for (it = v.rbegin(); it != v.rend(); it++)

printf("%d ", *it);

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè ñîçäàíèè èòåðàòîðà ó íàñ ïîÿâèëîñü reverse_, à ïðè
óêàçàíèè íà÷àëà è êîíöà âåêòîðà â íà÷àëå ïîÿâèëàñü áóêâà r.

Îñòàëüíûå ñâîéñòâà èòåðàòîðîâ áóäåì èçó÷àòü ïðè ðàññìîòðåíèè íîâûõ êîíòåéíåðîâ
è àëãîðèòìîâ.

5.11 Хеш-таблица (hash_set)

Õåø-òàáëèöà � óæå çíàêîìàÿ íàì ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò äîáàâëÿòü, óäà-
ëÿòü è ïðîâåðÿòü íàëè÷èå ýëåìåíòà âî ìíîæåñòâå çà 𝑂(1). Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü õåø-òàáëèöû òîëüêî îò ýëåìåíòàðíûõ òèïîâ (îá èñïîëüçîâàíèè hash_set
äëÿ äðóãèõ òèïîâ ìîæíî ïðî÷èòàòü â ôàéëå ïîìîùè ïî ÿçûêó).

Äëÿ òîãî ÷òîáû hash_set ðàáîòàë, íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü áèáëèîòåêó <hash_set>.
Â íåêîòîðûõ êîìïèëÿòîðàõ hash_set íàõîäèòñÿ íå â ïðîñòðàíñòâå èìåí std, à â ïðî-
ñòðàíñòâå stdext. Åñëè âàø êîìïèëÿòîð îòíîñèòñÿ ê òàêîìó òèïó, òî ñëåäóåò âíà÷àëå
ïèñàòü using namespace stdext;

Äîïóñòèì, ìû õîòèì ñîçäàòü õåø-òàáëèöó äëÿ öåëûõ ÷èñåë. Ýòî çàïèøåòñÿ òàê
hash_set <int> h;

Äëÿ íàñ áóäóò ïîëåçíû ñëåäóþùèå ìåòîäû:
void insert(<type>) � äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â õåø-òàáëèöó.
hash_set <type>::iterator find(<type>) � âîçâðàùàåò èòåðàòîð, óêàçûâàþùèé

íà ýëåìåíò, êîòîðûé ïåðåäàåòñÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Åñëè òàêîãî ýëåìåíòà íå ñóùå-
ñòâóåò, òî ðåçóëüòàò áóäåò ðàâåí çíà÷åíèþ ìåòîäà end() äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé õåø-
òàáëèöû. Èçìåíÿòü çíà÷åíèå ïî ýòîìó èòåðàòîð íåëüçÿ!

void erase(hash_set <type>::iterator) � óäàëÿåò çíà÷åíèå, íà êîòîðîå óêàçûâà-
åò èòåðàòîð, èç õåø-òàáëèöû.
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void clear() � î÷èùàåò ñîäåðæèìîå õåø-òàáëèöû.
Èíòåðåñóþùèåñÿ ìîãóò ñàìîñòîÿòåëüíî èçó÷èòü êëàññ hash_multiset, â êîòîðîì

ìîæåò áûòü íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ.

5.12 Хеш-словарь (hash_map)

Õåø-ñëîâàðü î÷åíü ïîõîæ íà õåø-òàáëèöó, íî ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïàðó,
ïðè ýòîì õåøèðîâàíèå èäåò òîëüêî ïî ïåðâîìó ýëåìåíòó ïàðû. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì
õðàíèòü ïàðó ICQ UIN è èìÿ ïîëüçîâàòåëÿ. Ïðè ýòîì ïåðâûé ýëåìåíò â ïàðå äîëæåí
áûòü óíèêàëüíûì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû hash_map ðàáîòàë, íåîáõîäèìî ïîäêëþ÷èòü áèáëèîòåêó <hash_map>.
hash_map òàêæå ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå èìåí stdext.

Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ìû ìîæåì ñîçäàòü òàêîé õåø-ñëîâàðü: hash_map <int, string> hm;

Ìåòîäû ó hash_map î÷åíü ïîõîæè íà ìåòîäû hash_set. Ïîýòîìó ïðîñòî ïðèâåäåì
ïðìåð:

hash_map <int, string> hm;

hash_map <int, string>::iterator it;

hm.insert(pair <int, string> (204883678, "gu"));

hm.insert(pair <int, string> (666666666, "unknown"));

it = hm.find(666666666);

printf("%s\n", it->second.c_str());

Ó hash_map åñòü ïðèÿòíàÿ è óäîáíàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ôóíêöèîíàëüíîñòü, à èìåí-
íî îïåðàòîð [] (îïåðàòîð äîñòóïà ïî èíäåêñó). Åãî èñïîëüçîâàíèå ìîæåò âûãëÿäåòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

int i = 204883678;

printf("%s", hm[i].c_str());

Äîáàâëÿòü ýëåìåíòû â õåø-ñëîâàðü òàêæå ìîæíî ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà []. Ò.å. íà-
ïðèìåð, ìû ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ:

hm[123456789] = "somebody"; è ýòîò ýëåìåíò áóäåò äîáàâëåí â ñëîâàðü.

5.13 Алгоритмы в STL

Â áèáëèîòåêå <algorithm> ïðåäñòàâëåí äîñòàòî÷íî áîëüøîé (è äëÿ íàñ çà÷àñòóþ
áåñïîëåçíûé) íàáîð àëãîðèòìîâ. Âñå àëãîðèòìû ðàáîòàþò ñ èòåðàòîðàìè íà êîíòåéíå-
ðàõ, äëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà èìåí std. Íàì, â
ïåðâóþ î÷åðåäü, èíòåðåñíû àëãîðèòìû íàä êîíòåéíåðîì vector (â ýòîì ðàçäåëå áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ vector <int> v). Íà ñàìîì äåëå, ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ îáû÷íûì ìàñ-
ñèâîì, íàïðèìåð int v[100]. Òîãäà âìåñòî v.begin() ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü v, à âìåñòî
v.end() � v+n, ãäå n � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìàññèâå (íå ðàçìåð ìàññèâà, à êîëè÷å-
ñòâî îñìûñëåííûõ ýëåìåíòîâ). Ýòî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî îáû÷íûé óêàçàòåëü
ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê èòåðàòîð.
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Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ STL íà âåêòîðå ñëåäóåò, ïî âîçìîæíîñòè, èçáåãàòü
ëèøíèõ íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ âûäåëåíèÿìè ïàìÿòè. Â îëèìïèàäíûõ çàäà-
÷àõ ïî÷òè âñåãäà ëèáî èçâåñòíî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ (òîãäà
ìû ìîæåì êîíñòðóèðîâàòü âåêòîð êîíñòàíòíîãî ðàçìåðà â íà÷àëå ïðîãðàììû), ëèáî
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ çàäàåòñÿ âî âõîäíûõ äàííûõ (òîãäà ìû ìîæåì êîíñòðóèðîâàòü
âåêòîð ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ïåðåìåííîé, çàäàþùåé êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ). Â òàêîì ñëó÷àå
ó íàñ íå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ëèøíÿÿ ïàìÿòü, à íàêëàäíûå ðàñõîäû áóäóò î÷åíü ìàëû
(ñðàâíèìû ñ âûäåëåíèåì ïàìÿòè ñ ïîìîùüþ malloc).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå âñå àëãîðèòìû è äàëåêî íå âñå ñïîñîáû ðàáîòû ñ íèìè. Â
êîíöå ýòîé ÷àñòè áóäåò ïðèâåäåí ñïèñîê äðóãèõ áîëåå èëè ìåíåå ïîëåçíûõ àëãîðèòìîâ.
Âñå ìíîãîîáðàçèå àëãîðèòìîâ è ñïîñîáîâ ðàáîòû ñ íèìè îïèñàíî â ðàçäåëàõ ïîìîùè
ñðåäû ðàçðàáîòêè èëè â man. Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî ëèøü ïîíèìàòü ñìûñë è
ïîìíèòü (õîòÿ áû ïðèìåðíî) íàçâàíèå àëãîðèòìà.

Íà÷íåì ñ àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè. Â STL ïðåäñòàâëåíî äâà àëãîðèòìà ñîðòèðîâ-
êè: sort � îñóùåñòâëÿþùèé áûñòðóþ ñîðòèðîâêó è stable_sort, êîòîðûé ñîõðàíÿåò
îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ.

Ñèíòàêñèñ âûçîâà ôóíêöèè ñîðòèðîâêè áóäåò òàêîé: sort(v.begin(), v.end());

Åñëè äàííûå íåîáõîäèìî îòñîðòèðîâàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî ñëåäóåò èñïîëüçî-
âàòü îáðàòíûé èòåðàòîð: sort(v.rbegin(), v.rend());

Ìîæíî ñîðòèðîâàòü íå òîëüêî ìàññèâû öåëèêîì, íî è èõ íåïðåðûâíûå ÷àñòè, çàäàâàÿ
íóæíûå èòåðàòîðû (îáû÷íî ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ èòåðàòîðû ïðîèçâîëüíîãî äîñòóïà).

Ñëåäóþùèé èíòåðåñíûé àëãîðèòì ñîçäàåò êó÷ó ìàêñèìóìîâ èç ìàññèâà. Åãî âû-
çîâ âûãëÿäèò òàê: make_heap(v.begin(), v.end()); Ôàêòè÷åñêè, ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî
ïåðâàÿ ÷àñòü HeapSort (ïîñòðîåíèå êó÷è). Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êó÷è 𝑂(𝑁 log𝑁).

Ïîñëå òîãî, êàê ó íàñ ïîÿâèëñÿ heap (îí áóäåò íàõîäèòüñÿ â òîì æå ñàìîì âåêòîðå v),
ìû ìîæåì ïðîäåëàòü ñ íèì íåêîòîðûå äåéñòâèÿ. Íàïðèìåð, ïîëó÷èòü èõ ýòîé êó÷è îò-
ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ. Äëÿ ýòîãî íàäî âûçâàòü ôóíêöèþ sort_heap(v.begin(), v.end());

Âåêòîð v áóäåò îòñîðòèðîâàí. Ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî âòîðîé ýòàï HeapSort.

Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì äîáàâëÿòü ýëåìåíòû ê âåêòîðó, ÿâëÿþùåìóñÿ êó÷åé (âîîáùå
ãîâîðÿ, äëÿ êó÷ ëó÷øå èñïîëüçîâàòü priority_queue). Äëÿ ýòîãî íóæíî äîáàâèòü ýëå-
ìåíò x ñ ïîìîùüþ v.push_back(x), à çàòåì âûçâàòü push_heap(v.begin(), v.end());

×òîáû ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà, íàì äîñòàòî÷íî ðàçûìåíîâàòü
èòåðàòîð v.begin(). Äëÿ óäàëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà èç êó÷è èñïîëüçóåòñÿ ôóíê-
öèÿ pop_heap(v.begin(), v.end());

Ïî÷òè âñå àëãîðèòìû âûçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî � óêàçàíèåì íà÷àëüíîãî è êîíå÷-
íîãî èòåðàòîðîâ. Òàê, íàïðèìåð, ïîëåçíûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ ñëåäóþùèå àëãîðèòìû:
reverse � çàïèñûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾çàäîì íàïåðåä¿, random_shuffle � ïåðå-
ñòàâëÿåò ýëåìåíòû â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå, is_sorted è is_heap ïðîâåðÿþùèå, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ëè ìàññèâ îòñîðòèðîâàííûì èëè êó÷åé.

Äëÿ ïîèñêà ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé nth_element(v.begin(), v.begin() + k, v.end()),
ãäå k � íîìåð èñêîìîé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè. Â ñðåäíåì ïîèñê èìååò ëèíåéíóþ ñëîæ-
íîñòü (îí ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåííîìó íàìè â ëåêöèè ïî ïîèñêó ìåòîäó).

Òàêæå ïîëåçíîé ìîæåò îêàçàòüñÿ ôóíêöèÿ áèíàðíîãî ïîèñêà â ìàññèâå. Ïðè ýòîì
ìàññèâ äîëæåí áûòü óïîðÿäî÷åí ïî íåâîçðàñòàíèþ. Îíà âûçûâàåòñÿ òàê: binary_search(v.begin(), v.end(), i),
ãäå i � èñêîìûé ýëåìåíò.
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5.14 Использование собственных структур

Äî ñèõ ïîð ìû èñïîëüçîâàëè STL äëÿ ýëåìåíòàðíûõ òèïîâ èëè äðóãèõ ñðàâíèìûõ
òèïîâ. Êàê æå èñïîëüçîâàòü ìîùü STL äëÿ ñâîèõ òèïîâ äàííûõ (ñòðóêòóð, ìàññèâîâ è
ò.ï.)?

Ïðîãðàììèðóþùèå íà C++ ìîãóò ñäåëàòü ýòî î÷åíü ïðîñòî � ñîçäàòü êëàññ, â
êîòîðîì îïðåäåëèòü operator<. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü êëàññ myint äëÿ
êó÷è ìèíèìóìîâ:

class myint

{

public:

int num;

bool operator<(myint &other)

{

if (num > other.num) return true;

return false;

}

};

Áóäüòå àêêóðàòíû, âåäü òåïåðü âî âñåõ ñëó÷àÿõ ÷èñëà òèïà myint áóäóò ñðàâíèâàòüñÿ
¾íåïðàâèëüíî¿ (ò.å. ¾ìåíüøå¿ áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ¾íå ìåíüøå¿)!

Íåçíàêîìûå ñ C++ ìîãóò ñäåëàòü ýòî íå ìåíåå ïðîñòî. Äëÿ ýòîãî íàäî îïèñàòü
ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ íà âõîä äâå ñòðóêòóðû è âîçâðàùàþùóþ true, åñëè ïåðâàÿ
¾ìåíüøå¿ âòîðîé è false â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîñëå ýòîãî âî âñåõ âûçîâàõ STL ôóíê-
öèé ñëåäóåò óêàçûâàòü èìÿ ýòîé ôóíêöèè (áåç ñêîáîê è ïàðàìåòðîâ).

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðîãðàììû, â êîòîðîé ñîçäàåòñÿ íàáîð ñòðóêòóð, è îíè ñîðòèðó-
þòñÿ òîëüêî ïî ïåðâîìó ïîëþ (äîâîëüíî ÷àñòàÿ çàäà÷à):

#include <algorithm>

using namespace std;

typedef struct

{

int f, s;

} tfs;

bool ls(tfs a, tfs b)

{

if (a.f < b.f) return true;

else return false;

}

int main() {

tfs b[10];

for (int i=9; i>=0; i--) {

b[i].f = 10-i;
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b[i].s = i*i;

}

sort(b, b+10, ls);

return 0;

}

Òî÷íî òàê æå, ïåðåîïðåäåëÿÿ ôóíêöèþ ñðàâíåíèÿ, ìîæíî äîáèòüñÿ ïîñòðîåíèÿ êó÷è
ìèíèìóìîâ, ñîðòèðîâêè ìàñèâà â îáðàòíîì ïîðÿäêå è ò.ï.

Â êîíöå ëåêöèè ïðèâåäåì ññûëêó íà õîðîøóþ äîêóìåíòàöèþ ïî STL:
http://www.sgi.com/tech/stl/table_of_contents.html

5.15 Пример решения задачи с использованием STL

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ Ìîñêîâñêîé îëèìïèàäû 2006 ãîäà.
Тупики
Íà âîêçàëå åñòü 𝐾 òóïèêîâ, êóäà ïðèáûâàþò ýëåêòðè÷êè. Ýòîò âîêçàë ÿâëÿåòñÿ èõ

êîíå÷íîé ñòàíöèåé, ïîýòîìó ýëåêòðè÷êè, ïðèáûâ, íåêîòîðîå âðåìÿ ñòîÿò íà âîêçàëå, à
ïîòîì îòïðàâëÿþòñÿ â íîâûé ðåéñ (â òó ñòîðîíó, îòêóäà ïðèáûëè).

Äàíî ðàñïèñàíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðè÷åê, â êîòîðîì äëÿ êàæäîé ýëåêòðè÷êè óêàçàíî
âðåìÿ åå ïðèáûòèÿ, à òàêæå âðåìÿ îòïðàâëåíèÿ â ñëåäóþùèé ðåéñ. Ýëåêòðè÷êè â ðàñ-
ïèñàíèè óïîðÿäî÷åíû ïî âðåìåíè ïðèáûòèÿ. Ïîñêîëüêó âîêçàë � êîíå÷íàÿ ñòàíöèÿ,
òî ýëåêòðè÷êà ìîæåò ñòîÿòü íà íåì äîâîëüíî äîëãî, â ÷àñòíîñòè, ýëåêòðè÷êà, êîòîðàÿ
ïðèáûâàåò ðàíüøå äðóãîé, îòïðàâëÿòüñÿ îáðàòíî ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå.

Òóïèêè ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî 𝐾. Êîãäà ýëåêòðè÷êà ïðèáûâàåò, åå ñòàâÿò
â ñâîáîäíûé òóïèê ñ ìèíèìàëüíûì íîìåðîì. Ïðè ýòîì åñëè ýëåêòðè÷êà èç êàêîãî-òî
òóïèêà îòïðàâèëàñü â ìîìåíò âðåìåíè 𝑋, òî ýëåêòðè÷êó, êîòîðàÿ ïðèáûâàåò â ìîìåíò
âðåìåíè 𝑋, â ýòîò òóïèê ñòàâèòü íåëüçÿ, à ýëåêòðè÷êó, ïðèáûâàþùóþ â ìîìåíò 𝑋+1 �
ìîæíî.

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî äàííîìó ðàñïèñàíèþ äëÿ êàæäîé ýëåêòðè÷êè
îïðåäåëèò íîìåð òóïèêà, êóäà ïðèáóäåò ýòà ýëåêòðè÷êà.
Формат входных данных
Ñíà÷àëà ââîäÿòñÿ ÷èñëî 𝐾 � êîëè÷åñòâî òóïèêîâ è ÷èñëî 𝑁 � êîëè÷åñòâî ýëåê-

òðîïîåçäîâ (1 6 𝐾 6 500000, 1 6 𝑁 6 500000). Äàëåå ñëåäóþò 𝑁 ñòðîê, â êàæäîé
èç êîòîðûõ çàïèñàíî ïî 2 ÷èñëà: âðåìÿ ïðèáûòèÿ è âðåìÿ îòïðàâëåíèÿ ýëåêòðè÷êè.
Âðåìÿ çàäàåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, íå ïðåâûøàþùèì 109. Íèêàêèå äâå ýëåêòðè÷êè
íå ïðèáûâàþò â îäíî è òî æå âðåìÿ, íî ïðè ýòîì íåñêîëüêî ýëåêòðè÷åê ìîãóò îòïðàâ-
ëÿòüñÿ â îäíî è òî æå âðåìÿ. Òàêæå âîçìîæíî, ÷òî êàêàÿ-íèáóäü ýëåêòðè÷êà (èëè äàæå
íåñêîëüêî) îòïðàâëÿþòñÿ â ìîìåíò ïðèáûòèÿ êàêîé-íèáóäü äðóãîé ýëåêòðè÷êè. Âðåìÿ
îòïðàâëåíèÿ êàæäîé ýëåêòðè÷êè ñòðîãî áîëüøå âðåìåíè åå ïðèáûòèÿ.

Âñå ýëåêòðè÷êè óïîðÿäî÷åíû ïî âðåìåíè ïðèáûòèÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â íóëåâîé ìî-
ìåíò âðåìåíè âñå òóïèêè íà âîêçàëå ñâîáîäíû.
Формат выходных данных
Âûâåäèòå 𝑁 ÷èñåë � ïî îäíîìó äëÿ êàæäîé ýëåêòðè÷êè: íîìåð òóïèêà, êóäà ïðèáó-

äåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåêòðè÷êà. Åñëè òóïèêîâ íå äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îðãàíè-
çîâàòü äâèæåíèå ýëåêòðè÷åê ñîãëàñíî ðàñïèñàíèþ, âûâåäèòå äâà ÷èñëà: ïåðâîå äîëæíî
ðàâíÿòüñÿ 0 (íóëþ), à âòîðîå ñîäåðæàòü íîìåð ïåðâîé èç ýëåêòðè÷åê, êîòîðàÿ íå ñìîæåò
ïðèáûòü íà âîêçàë.
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Примеры
Входные данные Выходные данные

1 1 1
2 5
1 2 0 2
2 5
5 6
2 3 1
1 3 2
2 6 1
4 5
Ïðèâåäåì ðàçáîð çàäà÷è, êîòîðûé îáëåã÷èò ïîíèìàíèå ðåøåíèÿ:
Íàì íåîáõîäèìî óïîðÿäî÷èòü ñîáûòèÿ (ïðèåçäû è îòúåçäû ýëåêòðè÷åê). Ñîðòèðî-

âàòü íåîáõîäèìî ïî âðåìåíè ñîáûòèÿ (êëþ÷, ïî êîòîðîìó ñòðîèòñÿ êó÷à); íîìåðó ýëåê-
òðè÷êè, ñ êîòîðîé ïðîèçîøëî ñîáûòèå; è ïðèçíàêó ñîáûòèÿ (ïðèåçä èëè îòúåçä). Â
ñëó÷àå, åñëè ïðèåçä è îòúåçä ñëó÷àþòñÿ îäíîâðåìåííî, ñíà÷àëà äîëæíû ñòîÿòü îòúåç-
æàþùèå ýëåêòðè÷êè (â ýòîé çàäà÷å óäîáíî ïðèáàâèòü êî âðåìåíè îòúåçäà åäèíèöó).

Êðîìå òîãî, çàâåäåì êó÷ó (ìèíèìóìîâ) ñâîáîäíûõ òóïèêîâ. Ñíà÷àëà äîáàâèì òóäà
âñå òóïèêè.

Çàòåì ïîéäåì ïî ñîáûòèÿì. Åñëè ñîáûòèå � ïðèåçä ýëåêòðè÷êè, òî íåîáõîäèìî âçÿòü
èç êó÷è ñâîáîäíûõ òóïèêîâ ìèíèìàëüíûé òóïèê è ñîõðàíèòü äëÿ ýòîé ýëåêòðè÷êè íî-
ìåð òóïèêà, â êîòîðûé îíà âñòàíåò (ýòî óäîáíî äåëàòü â ìàññèâå, ãäå èíäåêñ ðàâåí
íîìåðó ýëåêòðè÷êè). Åñëè æå êó÷à ñâîáîäíûõ òóïèêîâ ïóñòà, òî ñðàçó âûâîäèì, ÷òî
ðàññòàâèòü ýëåêòðè÷êè íåëüçÿ.

Åñëè ñîáûòèå � îòúåçä ýëåêòðè÷êè, òî ñìîòðèì, êàêîé òóïèê îíà çàíèìàëà è äîáàâ-
ëÿåì ýòîò òóïèê â êó÷ó ñâîáîäíûõ òóïèêîâ.

Äëÿ âûâîäà îòâåòà íåîáõîäèìî ïðîñòî âûâåñòè ñîäåðæèìîå ìàññèâà, â êîòîðîì ñî-
õðàíÿëèñü íîìåðà òóïèêîâ ïðè ïðèåçäå ýëåêòðè÷êè.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì STL ìîæåò âûãëÿäåòü òàê:

#include <stdio.h>

#include <queue>

#include <algorithm>

typedef struct {

int num, time, etype;

} rail_event;

using namespace std;

#define MAXN 500010

bool ls (rail_event a, rail_event b)

{

if (a.time < b.time)

return true;

else if ((a.time == b.time) && (a.etype < b.etype))
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return true;

else return false;

}

int answer[MAXN];

priority_queue <int, vector <int>, greater <int> > bays;

vector <rail_event> events;

int main()

{

int n, k, i, j, arrival, departure;

rail_event revent;

scanf("%d%d", &k, &n);

for (i=1; i<=k; i++)

bays.push(i); // все тупики свободны

for (i=1; i<=n; i++) {

scanf("%d%d", &arrival, &departure);

revent.num = i;

revent.time = arrival;

revent.etype = 1;

events.push_back(revent);

revent.num = i;

revent.time = departure + 1;

revent.etype = 0;

events.push_back(revent);

}

sort(events.begin(), events.end(), ls);

for (i=0; i<events.size(); i++) {

revent = events[i];

if (revent.etype == 1) { // прибытие

if (bays.empty()) {

printf("0 %d", revent.num);

return 0;

} else {

answer[revent.num] = bays.top();

bays.pop();

}

} else // отбытие

bays.push(answer[revent.num]);

}

for (i=1; i<=n; i++)

printf("%d\n", answer[i]);

return 0;

}
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Лекция 6

Задачи на анализ таблиц

Версия C от 24.11.2009

6.1 Введение

Ðèñ. 6.1: Ïðèìåðû ñâÿçíîñòè

Â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ äîâîëüíî ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, ãäå âõîäíûå äàííûå çàäà-
íû â âèäå òàáëèöû. Ïîä òàáëèöåé â äàííîì ñëó-
÷àå ïîíèìàåòñÿ äâóìåðíûé ìàññèâ, íî ïðèâåä¼í-
íûå àëãîðèòìû òàêæå ïîäõîäÿò äëÿ òð¼õ è áîëåå
ìåðíûõ ìàññèâîâ.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè, ò.å. îïðåäåëèì,
êàêèå êëåòêè ÿâëÿþòñÿ ¾ñîñåäíèìè¿. Åñëè êëåò-
êè ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, êîãäà ó íèõ ñóùå-
ñòâóåò îáùàÿ ñòîðîíà, òî ýòî íàçûâàåòñÿ ¾4-
ñâÿçíîñòüþ¿. Åñëè êëåòêè íàçûâàþòñÿ ñîñåäíè-
ìè, êîãäà ó íèõ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà îáùàÿ
òî÷êà, òî ýòî ¾8-ñâÿçíîñòü¿. Òàêæå ñóùåñòâóþò
áîëåå ñëîæíûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ñîñåäåé, íà-
ïðèìåð, åñëè êàæäàÿ ÿ÷åéêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê èëè òðåóãîëüíèê (6-
è 3-ñâÿçíîñòü). Èíîãäà ¾ñîñåäè¿ ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ è ñîâñåì ïî äðóãèì ïàðàìåòðàì,
íå ïî îáùèì òî÷êàì èëè ñòîðîíàì. Íàïðèìåð, ñîñåäíèìè ìîãóò íàçûâàòüñÿ êëåòêè, íà
êîòîðûå ìîæíî ïåðåéòè õîäîì øàõìàòíîãî êîíÿ.

Ïî÷òè âñå òèïû ñâÿçíîñòè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû íà êâàäðàòíîé ìàòðèöå.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü òèï ñâÿçíîñòè äëÿ òð¼õ è áîëåå ìåðíûõ ìàññèâîâ.
Íàïîìíèì î åù¼ îäíîé îñîáåííîñòè õðàíåíèÿ ìàññèâîâ, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî â ïàìÿòè êîìïüþòåðà âñå ìíîãîìåðíûå ìàññèâû ðàçâîðà÷èâàþòñÿ â îäíîìåðíûå.
Ýòîò ôàêò ìû óæå èñïîëüçîâàëè äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ôóíêöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö,
òàêæå åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ôóíêöèé ðàáîòû ñ òàáëèöàìè.
Â îáùåì ñëó÷àå ìåòîä âûãëÿäèò òàê: åñëè íàì íåîáõîäèìî ïðîéòè ïî âñåì ýëåìåíòàì
òàáëèöû, òî íàèáîëåå âíåøíèé öèêë äîëæåí èäòè ïî áîëåå ðàííåìó èíäåêñó. Äëÿ äâó-
ìåðíîé òàáëèöû ýòî âûãëÿäèò òàê:

for (i=0; i<n; i++)
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for (k=0; k<n; k++)

// какие-то действия с table[i][k]

Â äàííîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ çàäà÷, êîòîðûå âîçíèêàþò
ïðè îáðàáîòêå òàáëèö.

6.2 Вычисление по локальным данным

Ñóùåñòâóåò øèðîêèé êëàññ çàäà÷, ãäå ïî òàáëèöå íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü êàêèå-ëèáî
çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè. ×àùå âñåãî çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî ïî äàííûì èç
òåêóùåé è ñîñåäíèõ ÿ÷ååê.

Îäíà èç ÷àñòî âîçíèêàþùèõ ïðîáëåì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ òàáëèöàìè � íåõâàòêà
ïàìÿòè, äëÿ õðàíåíèÿ âñåé òàáëèöû. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è, êîòîðûå äîëæíû ðåøàòüñÿ
òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíûõ äàííûõ, îáëàäàþò òðåìÿ õàðàêòåðíûìè ïðèçíàêà-
ìè:

1. òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðà äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè (ò.å. îòâåò òàêæå äîëæåí
áûòü òàáëèöåé èëè â êà÷åñòâå îòâåòà äîëæíà âûâîäèòüñÿ ÿ÷åéêà, ñîäåðæàùàÿ,
íàïðèìåð, ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì),

2. åñëè òàáëèöà êâàäðàòíàÿ ðàçìåðîì 𝑁 , òî àëãîðèòìû ñî ñëîæíîñòüþ áîëüøåé, ÷åì
𝑂(𝑁2), íå ïðîõîäÿò ïî âðåìåíè,

3. âñÿ òàáëèöà (𝑁2 ÿ÷ååê) íå óêëàäûâàåòñÿ â ïàìÿòè.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ íà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé â ÿ÷åé-
êàõ ïî ëîêàëüíûì äàííûì, íî ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî ïðè¼ìîâ, ïîçâîëÿþùèõ îá-
ëåã÷èòü èõ ðåøåíèå.

Ïåðâûé ïðè¼ì � ¾áàðüåðíûé¿ ìåòîä. Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ¾îêðóæà-
åì¿ òàáëèöó ðàìêîé, ñîäåðæàùåé êàêèå-ëèáî äîïóñòèìûå èëè ñïåöèàëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ýòîò ìåòîä ïðåäíàçíà÷åí äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü îáðàáîòêè ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ âûõîäîì çà ãðàíèöû ìàññèâà. Ïðè ýòîì øèðèíà ðàìêè çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî
ñîñåäåé ìû èñïîëüçóåì äëÿ ïîäñ÷¼òà çíà÷åíèÿ â äàííîé ÿ÷åéêå (÷àùå âñåãî ðàìêà èìå-
åò øèðèíó âñåãî â îäíó êëåòêó). Ðàìêà íèêàê íå äîëæíà âëèÿòü íà ðåøåíèå (ò.å. åñëè,
íàïðèìåð, ìû ñóììèðóåì çíà÷åíèÿ ñîñåäåé, òî ðàìêà äîëæíà áûòü íóëåâîé è ò.ï.).

Ñëåäóþùèé ïðè¼ì ÿâëÿåòñÿ íå ñîâñåì ñïîðòèâíûì. Íà áîëüøèíñòâå îëèìïèàä ââîä
è âûâîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôàéëîâ. Èíîãäà áûâàåò î÷åíü óäîáíî ïðîñìàòðè-
âàòü òàáëèöó íåñêîëüêî ðàç è íàêàïëèâàòü íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì åñëè òàáëèöà
íå ïîìåùàåòñÿ â ïàìÿòè, ìû ìîæåì çàêðûâàòü âõîäíîé ôàéë è îòêðûâàòü åãî çàíîâî
(ïðè ýòîì ïîðÿäîê îáõîäà òàáëèöû èçìåíèòü íåëüçÿ � òîëüêî òàê, êàê îíà äà¼òñÿ âî
âõîäíûõ äàííûõ). Îäíàêî, âî ìíîãèõ òåñòèðóþùèõ ñèñòåìàõ ïðîãðàììå ïåðåäà¼òñÿ óæå
îòêðûòûé ïîòîê ââîäà, à ñëåäîâàòåëüíî òàêîé ïðè¼ì ïðèìåíèòü íåëüçÿ.

Òàêæå âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ çíàòü ÷àñòü óæå âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ñîñåäåé,
è èñõîäÿ èç ýòèõ äàííûõ ïîëó÷àòü îòâåò. Çäåñü äîâîëüíî âàæåí ïîðÿäîê îáõîäà - îáû÷íî
îí äåëàåòñÿ ñâåðõó âíèç ïîñòðî÷íî, à íà÷èíàþò îáõîä, ÷àùå âñåãî, ñ êàêîé-ëèáî óãëîâîé
ÿ÷åéêè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû çàäà÷, ãäå òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ïî ëîêàëüíûì äàí-
íûì.
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Программистика
Всероссийская олимпиада 2002
Â Ïåðìè ñòàíîâèòñÿ ïîïóëÿðíîé èãðà ¾Ïðîãðàììèñòèêà¿.
Äëÿ èãðû òðåáóþòñÿ ïëîñêèå êâàäðàòíûå ôèøêè 4-õ âèäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé

ïîëå 3 × 3 ñ âûðåçàííîé öåíòðàëüíîé êëåòêîé. Â îñòàëüíûõ êëåòêàõ êàæäîé ôèøêè
çàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 8. Âñå âèäû ôèøåê ïîêàçàíû íà ðèñóíêå. Êîëè÷åñòâî ôèøåê
êàæäîãî âèäà íå îãðàíè÷åíî.

1 2 3
8 4
7 6 5

7 8 1
6 2
5 4 3

5 6 7
4 8
3 2 1

3 4 5
2 6
1 8 7

Èãðà ïðîâîäèòñÿ íà ïîëå ðàçìåðîì 𝑁 ×𝑁 . Ïåðâîíà÷àëüíî âñå êëåòêè ïîëÿ çàïîëíåíû
åäèíèöàìè.

Â íà÷àëå èãðû Ìàãèñòð íåñêîëüêî ðàç ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîìåùàåò ïðîèçâîëüíûå
ôèøêè íà èãðîâîå ïîëå òàê, ÷òî ôèøêà ïîïàäàåò íà ïîëå öåëèêîì, à åå öåíòðàëüíàÿ
êëåòêà ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç êëåòîê ïîëÿ. Ïîñëå ïîìåùåíèÿ î÷åðåäíîé ôèøêè âñå ÷èñëà
â âîñüìè êëåòêàõ èãðîâîãî ïîëÿ, êîòîðûå ïåðåêðûâàåò ôèøêà, óìíîæàþòñÿ íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ÷èñëà â êëåòêàõ ôèøêè, è ðåçóëüòàòû ñòàíîâÿòñÿ íîâûìè çíà÷åíèÿìè ýòèõ
êëåòîê èãðîâîãî ïîëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà ðàçìåùåíèÿ ôèøåê èãðîâîå ïîëå îêàçû-
âàåòñÿ çàïîëíåííûì ïîëó÷åííûìè ïðîèçâåäåíèÿìè. Äàëåå Ìàãèñòð ïåðåäà¼ò ïîëó÷èâ-
øååñÿ ïîëå èãðîêó, êîòîðîìó íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü äëÿ êàæäîé êëåòêè ïîëÿ, ñêîëüêî
ðàç Ìàãèñòð â íå¼ ïîìåùàë öåíòðàëüíûå êëåòêè ôèøåê.

Òðåáóåòñÿ äëÿ êàæäîãî âõîäíîãî ôàéëà, ñîäåðæàùåãî ïîëó÷åííîå Ìàãèñòðîì ïîëå,
ñôîðìèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âûõîäíîé ôàéë, â 𝑁 ñòðîêàõ êîòîðîãî ñîäåðæèò-
ñÿ ïî 𝑁 ÷èñåë, ïîêàçûâàþùèõ, ñêîëüêî ðàç â ñîîòâåòñòâóþùóþ êëåòêó ïîìåùàëèñü
öåíòðàëüíûå êëåòêè ôèøåê.

Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ëåâóþ êëåòêó èãðîâîãî ïîëÿ (0, 0) � îáîçíà÷èì ÷èñëî, çàïè-
ñàííîå â íåé, çà 𝑋. Íà íå¼ ìîãóò îêàçàòü âëèÿíèå òîëüêî êàðòî÷êè ñ öåíòðîì â ÿ÷åéêå
(1, 1), ïðè÷¼ì òîëüêî ñâîèì ëåâûì âåðõíèì óãëîì (ò.å. ÷èñëàìè 1, 7, 5 è 3 ñîîòâåòñòâåí-
íî). Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà 3, 5 è 7 � âçàèìíî ïðîñòû (èõ ÍÎÄ ðàâåí 1), à ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ðàçëîæåíèå ÷èñëà 𝑋 íà ìíîæèòåëè 3, 5 è 7 îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê 2, 3 è 4 òèïà â êëåòêå (1, 1) êàê ìàêñèìàëüíûå ñòåïåíè
7, 5 è 3 íà êîòîðûå äåëèòñÿ ÷èñëî 𝑋. Ïðè ýòîì ñëåäóåò íå çàáûâàòü èçìåíÿòü è äðóãèå
êëåòêè, êîòîðûå íàêðûâàåò êàðòî÷êà ñ öåíòðîì â ÿ÷åéêå (1, 1).

×òîáû îêîí÷àòåëüíî âû÷èñëèòü îòâåò â ÿ÷åéêå (1, 1) ñëåäóåò òàêæå îïðåäåëèòü ÷èñ-
ëî êàðòî÷åê 1 òèïà. Çàìåòèì, ÷òî ÿ÷åéêà (1, 0) (îáîçíà÷èì åå ñîäåðæèìîå çà 𝑌 ) èç-
ìåíÿåòñÿ òîëüêî ïîä âîçäåéñòâèåì êàðòî÷åê ñ öåíòðîì â (1, 1) (óìíîæàåòñÿ íà ÷¼òíîå
÷èñëî) è êàðòî÷åê ñ öåíòðîì â (2, 1) (óìíîæàåòñÿ íà íå÷¼òíîå ÷èñëî). Ïîñëå óäàëåíèÿ
êàðòî÷åê 2, 3 è 4 òèïà ñ öåíòðîì â (1, 1) óìíîæàòü íà ÷¼òíîå ÷èñëî ýòó ÿ÷åéêó ìîæåò
òîëüêî êàðòî÷êà 1 òèïà ñ öåíòðîì â (1, 1) � êàðòî÷êè â (2, 1) ÷¼òíîñòü èçìåíèòü íå
ìîãóò. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê 1 òèïà ñ öåíòðîì â (1, 1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü 2, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ ÷èñëî 𝑌 (ïðè ýòîì, îïÿòü æå, ñëåäóåò íå
çàáûâàòü ïåðåñ÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ âî âñåõ ÿ÷åéêàõ, íàêðûâàåìîé äàííîé êàðòî÷êîé).

Òîò æå ìåòîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ÿ÷ååê, äâèãà-
ÿñü âî âíåøíåì öèêëå ïî ñòðîêàì, à âî âíóòðåííåì � ïî ñòîëáöàì. Ïðåäûäóùàÿ ÷àñòü
áóäåò óæå ïîëíîñòüþ âû÷èñëåíà è íå îêàæåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ.
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6.3 Кратчайшие пути в лабиринте

Åù¼ îäèí áîëüøîé êëàññ çàäà÷, ãäå äàííûå çàäàþòñÿ òàáëèöåé, ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è íà
ïîèñê ïóòåé â ëàáèðèíòå. Ïðè ýòîì îáû÷íî ëàáèðèíò ñîñòîèò èç ïðîõîäèìûõ êëåòîê,
ñòåí (íåïðîõîäèìûõ êëåòîê), íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ïîçèöèè.

Ðàññìîòðèì ìåòîä ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ¾âîëíîâûì àë-
ãîðèòìîì¿ èëè îáõîäîì â øèðèíó. Òàêîå íàçâàíèå îí ïîëó÷èë çà òî, ÷òî äâèæåíèå
ïðîèñõîäèò ¾âîëíîé¿ îò íà÷àëüíîé ïîçèöèè (ò.å. ðàâíîìåðíî âî âñå ñòîðîíû) è êàê
òîëüêî âîëíà äîõîäèò äî êîíå÷íîé ïîçèöèè, ìû ïðåêðàùàåì ðàáîòó àëãîðèòìà è âîñ-
ñòàíàâëèâàåì îòâåò.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà íàì ïîíàäîáèòñÿ ìàññèâ 𝑁 ×𝑁 äëÿ õðàíåíèÿ äëèíû
ïóòè â êàæäîé ÿ÷åéêå (íà ñàìîì äåëå, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì
æå ìàññèâîì, â êîòîðîì çàäà¼òñÿ ñàì ëàáèðèíò). Êðîìå òîãî, íàì ïîíàäîáèòñÿ î÷åðåäü,
â êîòîðîé áóäóò õðàíèòüñÿ êîîðäèíàòû êëåòîê òåêóùåãî øàãà ¾âîëíû¿.

Ïîìåñòèì â íà÷àëüíóþ êëåòêó 0 (ò.å. ìû ìîæåì äîáðàòüñÿ â íå¼ çà 0 øàãîâ), ïðîõî-
äèìûå êëåòêè áóäåì ïîìå÷àòü, íàïðèìåð, −1, à íåïðîõîäèìûå −2. Çàíåñ¼ì â î÷åðåäü
êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé êëåòêè è íà÷í¼ì âûïîëíåíèå àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïîêà î÷åðåäü íå ïóñòà, áåð¼ì êëåòêó èç åå íà÷àëà
è ðàññìàòðèâàåì åå ñîñåäåé. Åñëè ñîñåäíÿÿ êëåòêà ïîìå÷åíà êàê ïðîõîäèìàÿ è åù¼ íå
ïîñåù¼ííàÿ (ò.å. â íåé íàõîäèòñÿ −1), òî çàïèñûâàåì â íå¼ ÷èñëî íà 1 áîëüøåå, ÷åì â
òåêóùåé êëåòêå (íàì ïîíàäîáèëñÿ åù¼ îäèí øàã) è çàíîñèì åå â î÷åðåäü.

0 6 7 8
1 5 9
2 3 4 8
3 5 6 7

Ñîáñòâåííî, ýòî è åñòü âåñü àëãîðèòì. Â êîíå÷íîé êëåòêå áóäåò
çàïèñàíî ÷èñëî øàãîâ íà ïóòè äî íå¼ îò íà÷àëà. Åñëè æå íàì íåîá-
õîäèìî âîññòàíîâèòü åù¼ è ïóòü, òî íåîáõîäèìî ïåðåìåùàòüñÿ èç
êîíå÷íîé êëåòêè â ëþáóþ ñîñåäíþþ, â êîòîðîé çàïèñàí íîìåð íà
1 ìåíüøèé, ÷åì â òåêóùåé.

Ò.å. ïóòü áóäåò âîññòàíîâëåí â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Âîçìîæíûé âèä òàáëèöû è î÷åðåäè ïîñëå ðàáîòû àëãîðèòìà

(ñòðîêà 𝑁 � íîìåð øàãà, â ñàìîé î÷åðåäè íå èñïîëüçóåòñÿ, ò.ê. íîìåð øàãà õðàíèòñÿ â
òàáëèöå è ïðèâåäåíà äëÿ ïîÿñíåíèÿ):

𝑋 0 0 0 0 1 2 2 2 3 2 4 3 4 4 4
𝑌 0 1 2 3 2 2 3 1 3 0 3 0 2 0 1
𝑁 0 1 2 3 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9

Â ýòîì àëãîðèòìå ìû íå ó÷èòûâàëè, ÷òî ó ãðàíè÷íûõ êëåòîê íåò ÷àñòè ñîñåäåé. Ýòîò
÷àñòíûé ñëó÷àé ëåãêî îáîéòè, åñëè ñîçäàòü âîêðóã ëàáèðèíòà áàðüåð èç íåïðîõîäèìûõ
êëåòîê. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, íàîáîðîò, ìîæíî îáõîäèòü ëàáèðèíò ñíàðóæè � òîãäà
áàðüåð äîëæåí áûòü ïðîõîäèìûì.

Åù¼ îäèí âàðèàíò çàäà÷ ñ ëàáèðèíòàìè � êîãäà ó íàñ íåò íåïðîõîäèìûõ êëåòîê,
íî åñòü òîíêèå ñòåíêè ìåæäó êëåòêàìè (ó îäíîé êëåòêè ìàêñèìóì 4 îêðóæàþùèå åå
ñòåíêè). Â òàêîì ñëó÷àå íàì íóæíî äëÿ êàæäîé êëåòêè ïîìíèòü, êàêèå ó íå¼ åñòü
ñòåíêè. Óäîáíåå âñåãî äåëàòü ýòî ñ ïîìîùüþ 4 áèòîâ � êàæäûé áèò îòâå÷àåò çà îäíó
ñòåíêó:

Îáû÷íî òàêîãî ðîäà ëàáèðèíòû çàäàþòñÿ ñïèñêîì ñòåí. ×òîáû ïîëó÷èòü ãîòîâîå
ê óïîòðåáëåíèþ îïèñàíèå ëàáèðèíòà íåîáõîäèìî: âî-ïåðâûõ ¾îáíåñòè¿ âåñü ëàáèðèíò
ñòåíêàìè (óñòàíîâèòü äëÿ êàæäîé ãðàíè÷íîé ÿ÷åéêè ñîîòâåòñòâóþùèé áèò, à äëÿ óã-
ëîâûõ � 2 áèòà), à âî-âòîðûõ � ðàññòàâèòü ñòåíêè (èçìåíèòü ïî îäíîìó áèòó â äâóõ
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ÿ÷åéêàõ, êîòîðûå ðàçäåëÿåò äàííàÿ ñòåíêà). Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðåàëèçîâàòü è ëþáûå
äðóãèå ëàáèðèíòû (ñ 6, 8-ñâÿçíîñòüþ è äàæå áîëåå ñëîæíûå) � íåîáõîäèìî ïðîñòî óâå-
ëè÷èòü êîëè÷åñòâî áèò äëÿ îïèñàíèÿ ñòåí.

Òåïåðü íà êàæäîì øàãå âîëíîâîãî àëãîðèòìà íàì íàäî ïðîâåðÿòü, ÷òî ñîñåäíÿÿ
ÿ÷åéêà íå çàíÿòà è äâå ÿ÷åéêè íå ðàçäåëÿåò ñòåíêà (ñìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèé ñîñåäíåé
ÿ÷åéêå áèò). Â îñòàëüíîé ÷àñòè àëãîðèòì îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé. Ïðè âîññòàíîâëåíèè
ïóòè òàêæå íàäî ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû íå õîäèòü ÷åðåç ñòåíû.

Ñóùåñòâóåò êëàññ çàäà÷, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî íàéòè íå êðàò÷àéøèé ïóòü îò îä-
íîé êëåòêè äî îñòàëüíûõ, à íàîáîðîò � êðàò÷àéøèå ïóòè îò ìíîãèõ êëåòîê äî îäíîé.
Çäåñü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíâåðòèðîâàíèåì, ò.å. íàéòè ïóòè îò îäíîé êëåòêè äî âñåõ
îäíèì îáõîäîì â øèðèíó, à ïîòîì ïðîñòî ðàçâåðíóòü ïóòè â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Àíàëî-
ãè÷íî ìîæíî ïîñòóïèòü è â ñëó÷àå åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî íà÷àëüíûõ êëåòîê è ìíîãî
êîíå÷íûõ � âîëíîâûå àëãîðèòìû ñëåäóåò çàïóñêàòü èç òåõ êëåòîê, êîëè÷åñòâà êîòîðûõ
ìåíüøå (ò.å. åñëè íà÷àëüíûõ êëåòîê ìåíüøå � çàïóñêàåì âîëíû îòòóäà è íàîáîðîò â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå), çàòåì äëÿ êàæäîé êëåòêè ñëåäóåò âûáðàòü ìèíèìóì.

6.4 Система непересекающихся множеств

Ïåðåä ðàññìîòðåíèåì ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà ðàáîòû ñ òàáëèöàìè íåîáõîäèìî îò-
âëå÷üñÿ è îñâîèòü îäíó íåñëîæíóþ ñòðóêòóðó äàííûõ � ñèñòåìó íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ.

Â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ äîâîëüíî ÷àñòî òðåáóåòñÿ ðàçáèòü íàáîð îáúåêòîâ íà íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà (ò.å. êàæäûé îáúåêò ìîæåò ëåæàòü òîëüêî â îäíîì ìíîæåñòâå,
íî â îäíîì ìíîæåñòâå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íåñêîëüêî îáúåêòîâ). Ïóñòü îáúåêòû ïðîíó-
ìåðîâàíû îò 0 äî 𝑁 − 1. Â êà÷åñòâå èäåíòèôèêàòîðà ìíîæåñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü
òàêæå ÷èñëà îò 0 äî 𝑁 − 1. Ïðè èíèöèàëèçàöèè, îáû÷íî, âñå ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç
îäíîãî ýëåìåíòà, ò.å. îáúåêò ñ íîìåðîì 𝑖 ëåæèò âî ìíîæåñòâå ñ íîìåðîì 𝑖.

Äëÿ ñèñòåìû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ îïðåäåëåíû äâå îïåðàöèè: fset(x), âîç-
âðàùàþùàÿ íîìåð ìíîæåñòâà, â êîòîðîì ëåæèò ýëåìåíò è îïåðàöèÿ sunion(x, у),
îáúåäèíÿþùàÿ ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ýëåìåíòû õ è ó â îäíî. Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ, îáû÷íî, äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ëåæàò ëè äâà ýëåìåíòà â îäíîì ìíîæåñòâå èëè
â ðàçíûõ.

Ýôôåêòèâíîñòü ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð áóäåì îöåíèâàòü êàê êîëè÷åñòâî îïåðàöèé,
íåîáõîäèìîå äëÿ îáúåäèíåíèÿ 𝑁 ìíîæåñòâ â îäíî â íàèõóäøåì äëÿ äàííîé ñòðóêòóðû
ñëó÷àå.

Ñàìûì ïðîñòûì ñïîñîáîì ðåàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûé ìàññèâ, ãäå èíäåêñ çà-
äà¼ò íîìåð îáúåêòà, à çíà÷åíèå - íîìåð ìíîæåñòâà, â êîòîðîì ýòîò îáúåêò íàõîäèòñÿ.
Ïðîâåðêà áóäåò ïðîñòî âîçâðàùàòü çíà÷åíèå èç çàïðîøåííîé ÿ÷åéêè, à îáúåäèíåíèå
äîëæíî ïðîõîäèòü ïî âñåìó ìàññèâó è çàìåíÿòü âñå ÷èñëà íà (èëè íàîáîðîò). Â õóä-
øåì ñëó÷àå êàæäûé ðàç ìû áóäåì äîáàâëÿòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó, òàêèì îáðàçîì, íàì
ïîòðåáóåòñÿ 𝑁 ïðîõîäîâ ïî ìàññèâó è ñëîæíîñòü ñîñòàâèò 𝑂(𝑁2).

Ðàññìîòðèì áîëåå ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ, ãäå êðîìå ìàññèâà áóäåò õðàíèòüñÿ
òàêæå ñïèñîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (äëÿ ñïèñêà ìû áóäåì õðàíèòü óêàçàòåëè íà íà-
÷àëî è êîíåö). Ýòîò ñïîñîá òðåáóåò 𝑂(𝑁) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Ïðè ïðîâåðêå ìû
áóäåì òàêæå âîçâðàùàòü çíà÷åíèå èç ìàññèâà, à ïðè ìîäèôèêàöèè ïðîõîäèòü ïî îäíî-
ìó èç ñïèñêîâ è ìåíÿòü çíà÷åíèÿ â ìàññèâå, à ïîòîì ïðèêðåïëÿòü ýòîò ñïèñîê ê êîíöó
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äðóãîãî. Åñëè ìû áóäåì äåëàòü ýòî áåçäóìíî, òî ñëîæíîñòü òàêæå ñîñòàâèò 𝑂(𝑁2) �
ýòî ñëó÷àé, êîãäà êàæäûé ðàç äëèííûé ñïèñîê áóäåò ïðèêðåïëÿòüñÿ ê êîíöó ñïèñêà
äëèíû 1. Åñëè ââåñòè äëÿ êàæäîãî ñïèñêà òàêîå ïîëå, êàê äëèíà ñïèñêà (îíî ëåãêî ïå-
ðåñ÷èòûâàåòñÿ ïðè îáúåäèíåíèè) è ïðèïèñûâàòü êàæäûé ðàç áîëåå êîðîòêèé ñïèñîê, òî
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáúåäèíåíèÿ âñåõ ñïèñêîâ äëèíû 1 ñëîæíîñòü ïîëó÷èòñÿ 𝑂(𝑁).
Îäíàêî, åñëè êàæäûé ðàç äëèíû ñïèñêîâ áóäóò ðàâíû (õóäøèé äëÿ íàñ ñëó÷àé), ìû ïî-
ëó÷àåì ñëîæíîñòü 𝑂(𝑁 log𝑁). Íà êàæäîì øàãå áóäóò îáúåäèíÿòüñÿ âñå ïàðû ñïèñêîâ
ðàâíîé äëèíû, êàæäûé ðàç äëèíà ñïèñêà áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ âäâîå, ñëåäîâàòåëüíî,
îáùåå êîëè÷åñòâî øàãîâ áóäåò ñîñòàâëÿòü log𝑁 .

Ðàññìîòðèì òàêæå ðåàëèçàöèþ íà ñòÿãèâàþùèõñÿ êîðíåâûõ äåðåâüÿõ. Äëÿ êàæäîãî
ìíîæåñòâà âûáåðåì ýëåìåíò, êîòîðûé íàçîâ¼ì ¾ïðåäñòàâèòåëåì¿. Ïðåäñòàâèòåëü óêàçû-
âàåò ñàì íà ñåáÿ, è ñíà÷àëà âñå ýëåìåíòû óêàçûâàþò ñàìè íà ñåáÿ. Äëÿ êàæäîãî äåðåâà
ââåä¼ì òàêîå ïîíÿòèå, êàê âûñîòà, êîòîðîå ñðîäíè äëèíå ñïèñêà è áîëåå ¾íèçêîå¿ äåðå-
âî ñëåäóåò ïðèêðåïëÿòü ê áîëåå âûñîêîìó, à â ñëó÷àå, åñëè âûñîòû áûëè ðàâíû, âûñîòà
ðåçóëüòèðóþùåãî äåðåâà óâåëè÷èòñÿ íà åäèíèöó. Òðåáîâàíèÿ ê äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè
ñîñòàâÿò 𝑂(𝑁).

Ôóíêöèÿ ïîèñêà äîëæíà èäòè íàâåðõ, ïîêà íå äîéä¼ò äî ïðåäñòàâèòåëÿ, à ôóíêöèÿ
îáúåäèíåíèÿ âûçûâàåò äâå ôóíêöèè ïîèñêà, à çàòåì óæå îáúåäèíÿåò äåðåâüÿ. Êàçàëîñü
áû, òàêîé ñïîñîá íå äà¼ò íèêàêèõ îñîáûõ ïðåèìóùåñòâ ïåðåä ñïèñêàìè, îäíàêî ìîæíî
ìîäèôèöèðîâàòü ôóíêöèþ ïîèñêà òàê, ÷òîáû ïðè ïðîõîäå ïî âñåì ýëåìåíòàì ïóòè äî
ïðåäñòàâèòåëÿ îíà, ïîëó÷èâ óêàçàòåëü íà ïðåäñòàâèòåëÿ, äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ íà ïóòè
óñòàíàâëèâàëà óêàçàòåëü íåïîñðåäñòâåííî íà ïðåäñòàâèòåëÿ. Ýòî òðåáóåò åù¼ 𝑂(log𝑁)
äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè (ýòà îöåíêà ñèëüíî çàâûøåíà). Ïðèâåä¼ì ðåàëèçàöèþ ñèñòåìû
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ:

typedef struct {

int rank, p;

} syst;

void init(syst *a, int n) {

int i;

for (i = 0; i<n; i++) {

a[i].p = i;

a[i].rank = 0;

}

}

int fset(syst *a, int x) {

if (x != a[x].p)

a[x].p = fset(a, a[x].p);

return a[x].p;

}

void sunion(syst *a, int x, int y) {

if (a[fset(a, x)].rank < a[fset(a, y)].rank)

a[fset(a, x)].p = a[fset(a, y)].p;

else {

a[fset(a, y)].p = a[fset(a, x)].p;
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if (a[fset(a, x)].rank == a[fset(a, y)].rank)

a[fset(a, x)].rank++;

}

}

Ñëîæíîñòü îáúåäèíåíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ â îäíî ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíà. Îñòàâèì áåç
äîêàçàòåëüñòâà ýòîò ôàêò è òî÷íóþ îöåíêó, îäíàêî èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ïî÷åìó îïå-
ðàöèÿ fset áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñ êàæäûì ðàçîì âñå áûñòðåå.

6.5 Выделение связных областей

Íà îëèìïèàäàõ äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî âûäå-
ëèòü â òàáëèöå ñâÿçíûå îáëàñòè (ò.å. êàæäîé ãðóïïå ñîïðèêàñàþùèõñÿ ¾çàêðàøåííûõ¿
êëåòîê ïðèñâîèòü óíèêàëüíûé íîìåð) è ìîäèôèêàöèè òàêèõ çàäà÷. Ñóùåñòâóåò íåñêîëü-
êî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè è
òðåáîâàíèÿì ê ïàìÿòè.

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá � ¾îáõîä â ãëóáèíó¿, êîãäà ìû èñïîëüçóåì ðåêóðñèâíóþ ôóíê-
öèþ, êîòîðàÿ ïîìå÷àåò êëåòêó, êàê óæå ïðîñìîòðåííóþ è âûçûâàåò ñåáÿ äëÿ âñåõ åù¼
íå ïðîñìîòðåííûõ çàêðàøåííûõ ñîñåäåé. Ïèøåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ î÷åíü ïðîñòî, íî â
õóäøåì ñëó÷àå (êîãäà çàêðàøåíî âñå ïîëå), êîëè÷åñòâî ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ áóäåò 𝑁2,
÷òî î÷åíü ìíîãî. Â öåëîì àëãîðèòì âûäåëåíèÿ ñâÿçíûõ îáëàñòåé îáõîäîì â ãëóáèíû
âûãëÿäèò òàê: ìû ïðîõîäèì âñþ òàáëèöó è åñëè âñòðå÷àåì çàêðàøåííóþ íå ïîìå÷åí-
íóþ êëåòêó, òî âûçûâàåì äëÿ íå¼ ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ ñ íîâûì íîìåðîì (êîòîðûé
áóäåò íîìåðîì äàííîé îáëàñòè). Ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà áóäåò ñîñòàâëÿòü 𝑂(𝑁2).

Ñëåäóþùèé ñïîñîá � èñïîëüçîâàíèå îáõîäà â øèðèíó, ìîäèôèêàöèè âîëíîâîãî àë-
ãîðèòìà. Îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî îí òîëüêî òåì, ÷òî âìåñòî âûçîâà ðåêóðñèâíîé
ôóíêöèè, íîâàÿ êëåòêà äîáàâëÿåòñÿ â î÷åðåäü. Ïðè ýòîì ïîìå÷àòü êëåòêó ñëåäóåò âìå-
ñòå ñ ïîìåùåíèåì â î÷åðåäü (÷òîáû íå âîçíèêàëî ñèòóàöèé, êîãäà îäíà è òà æå êëåòêà
ïîïàëà â î÷åðåäü 2 èëè áîëåå ðàç). Òðåáîâàíèÿ ïî äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè (äëÿ õðàíå-
íèÿ î÷åðåäè) ó ýòîãî àëãîðèòìà áóäóò 𝑂(𝑁).

0 1 0 0 2 0 3 0 0 0
0 −1 −1 −1 −1 0 −1 0 −1 0

Øàã 1: íèæíàÿÿ ñòðîêà íå ðàçìå÷åíà
0 1 0 0 2 0 3 0 0 0
0 1 1 1 1 0 −1 0 −1 0
Øàã 2: ðàçìå÷àåì îáëàñòü 1 â íîâîé ñòðîêå.

Îáëàñòè 1 è 2 îáúåäèíÿþòñÿ
0 1 0 0 2 0 3 0 0 0
0 1 1 1 1 0 3 0 −1 0
Øàã 3: ðàçìå÷àåì îáëàñòü 3 â íîâîé ñòðîêå
0 1 0 0 2 0 3 0 0 0
0 1 1 1 1 0 3 0 4 0
Øàã 4: íåðàçìå÷åííàÿ ÿ÷åéêà ïîïàäàåò

â íîâóþ îáëàñòü 4

Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó ðåàëèçàöèþ ïîèñ-
êà ñâÿçíûõ îáëàñòåé ñ ïîìîùüþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ñêàíèðîâàíèÿ. Â ýòîì àëãîðèò-
ìå ìû áóäåì ïðîñìàòðèâàòü òàáëèöó ñâåð-
õó âíèç, íà êàæäîì øàãå íàì èçâåñòíà
óæå ðàçìå÷åííàÿ ñòðîêà (íà ïåðâîì øàãå �
ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç íå çàêðàøåííûõ êëå-
òîê, áàðüåð) è ïî íåé ìû áóäåì ðàçìå÷àòü
ñëåäóþùóþ, åù¼ íå ðàçìå÷åííóþ ñòðîêó.
Ïðîöåññ ðàçìåòêè ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ìû èä¼ì ïî óæå ðàçìå÷åííîé ñòðî-
êå, åñëè íàì ïîïàëàñü êëåòêà, îòíîñÿùàÿñÿ
ê êàêîé-òî îáëàñòè (𝑋), òî ïîìå÷àåì âñå íå
ðàçìå÷åííûå êëåòêè ïîä íåé â îáå ñòîðîíû,
êàê îòíîñÿùèåñÿ ê òîé æå îáëàñòè. Åñëè â
ïðîöåññå ðàçìåòêè êëåòîê íèæíåé ñòðîêè
íàä êàêîé-ëèáî êëåòêîé îêàçàëàñü êëåòêà,
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ïîìå÷åííàÿ, êàê îòíîñÿùàÿñÿ ê äðóãîé îáëàñòè (𝑌 ), òî îáëàñòè 𝑋 è 𝑌 ñëåäóåò îáú-
åäèíèòü â îäíó (ýòà ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, åñëè ìû ðàçìå÷àåì ïåðåâ¼ðíóòóþ
áóêâó Ï � â âåðõíèõ ñòðîêàõ ó íàñ áóäóò äâå ðàçíûå îáëàñòè, à çàòåì îíè îáúåäèíÿòü-
ñÿ ïåðåìû÷êîé). Ïîñëå òîãî, êàê ìû âûïîëíèëè ïðîõîä ïî âåðõíåé ñòðîêå, â íèæíåé
ìîãóò îñòàòüñÿ åù¼ íå ðàçìå÷åííûå êëåòêè � äëÿ íèõ ñëåäóåò ñîçäàòü íîâûå îáëàñòè
è ðàçìåòèòü èõ. Ïðè ýòîì ñìåæíûå êëåòêè ñëåäóåò ïîìåùàòü â îäíó îáëàñòü.

Äëÿ ðåàëèçàöèè îáëàñòåé (ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè îäíîé îáëàñòè è îáúåäèíåíèÿ
îáëàñòåé) óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, ðåàëèçîâàííóþ ñ
ïîìîùüþ ñòÿãèâàþùèõñÿ êîðíåâûõ äåðåâüåâ.

int main(void)

{

syst regions[MAXN*MAXN/2];

int table[MAXN+2][MAXN+2];

int i, j, k, n;

int nowreg=1;

scanf("%d", &n);

//Инициализация системы множеств

init(regions, n*n/2);

//Создание барьера

for (i=0; i<n+1; i++)

table[i][0] = table[i][n+1] = table[0][i] = table[n+1][i] = 0;

//Считывание и преобразование входных данных

for (i=1; i<=n; i++)

for (j=1; j<=n; j++) {

scanf("%d", &table[i][j]);

if (table[i][j] == 1) table[i][j] = -1;

}

//Обход таблицы

for (i=0; i < n+1; i++) {

for (j=0; j<n+1; j++) {

if (table[i][j] > 0 && table[i+1][j] == -1) {

k=j;

//Размечаем нижнюю строку налево

while (table[i+1][k] == -1) {

table[i+1][k] = fset(regions, table[i][j]);

if (table[i][k] > 0 && fset(regions, table[i][k])

!= table[i+1][k])

sunion(regions, table[i][k], table[i+1][k]);

k++;

}

k=j-1;

//... и направо

while (table[i+1][k] == -1) {

table[i+1][k] = fset(regions, table[i][j]);

if (table[i][k] > 0 && fset(regions, table[i][k])

!= table[i+1][k])
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sunion(regions, table[i][k], table[i+1][k]);

k--;

}

}

}

//Размечаем новые области

for (j=0; j<n+1; j++)

if (table[i+1][j] == -1) {

k = j;

while (table[i+1][k] == -1)

table[i+1][k++] = nowreg;

nowreg++;

}

}

//Вывод результатов разметки

for (i=1; i <= n; i++) {

for (j=1; j <= n; j++)

if (table[i][j] != 0)

printf("%d ", fset(regions, table[i][j]));

else

printf("0 ");

printf("\n");

}

return 0;

}

Ïðèâåä¼ííàÿ âûøå ïðîãðàììà îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ñèñòåìû íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ìíîæåñòâ.

Îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå, íàì íå íóæíî õðàíèòü âñþ òàáëèöó äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ
ìåòîäà ñêàíèðîâàíèÿ � äîñòàòî÷íî òîëüêî 2 ñòðîê. Îäíàêî ýòî íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü
äàæå äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî âûâîäà ðåçóëüòàòîâ (îïÿòü æå ïðèìåð ñ ïåðåâ¼ðíóòîé Ï).
Ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ìû ìîæåì íå õðàíèòü âñþ òàáëèöó ìîæíî òîëüêî â çàäà÷àõ, ãäå
íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü íåêîòîðûå ïàðàìåòðû ñâÿçíûõ îáëàñòåé (íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â ìàêñèìàëüíîì è ìèíèìàëüíîì ìíîæåñòâå), íî íå ïðè íåïîñðåäñòâåííîì
âûâîäå ðàçìåòêè.

Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ íà òàáëèöå 𝑁 ×𝑁 ñîñòàâëÿåò ⌈𝑁/2 ×
𝑁/2⌉, íî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñêàíèðîâàíèÿ íàì âàæíû òîëüêî ìíîæåñòâà â äâóõ ñòðî-
êàõ, ò.å. äîñòàòî÷íî ïîääåðæèâàòü ñïèñîê ñâîáîäíûõ íîìåðîâ ìíîæåñòâ è èñïîëüçîâàòü
òîëüêî 2 × ⌈𝑁/2⌉ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

Ìåòîä ñêàíèðîâàíèÿ ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü è äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷, êîòî-
ðûå, íà ïåðâûé âçãëÿä, äîëæíû ðåøàòüñÿ äðóãèì ìåòîäîì. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïðîâå-
ðÿòü, ñâÿçàíû ëè äâå êëåòêè (ò.å. ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ïóòü â ëàáèðèíòå). Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ëåæàò â îäíîé è òîé æå ñâÿçíîé îáëàñòè. Ìåòîä ñêà-
íèðîâàíèÿ ïðèìåíèì òàì, ãäå íåâîçìîæíî ïîìåñòèòü â ïàìÿòü âñþ òàáëèöó � â òàêîì
ñëó÷àå ñëåäóåò èñêàòü åãî ìîäèôèêàöèþ, ðåøàþùóþ êîíêðåòíóþ çàäà÷ó.
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Лекция 7

Динамическое программирование с

одним параметром

Версия C от 30.11.2009

7.1 Введение

Äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì íàçûâàåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøàòü
¾ïåðåáîðíûå¿ çàäà÷è, îïèðàÿñü íà óæå ðåø¼ííûå ïîäçàäà÷è ìåíüøåãî ðàçìåðà. Ïðè
ýòîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå ðåøåíèÿ ìîæíî áûëî çàïîìíèòü â òàáëèöå (ò.å. äàííûå,
ïîñ÷èòàííûå îäíàæäû, íå ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ).

Èäåè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ î÷åíü ïîõîæè íà èäåè ìåòîäà äîêàçàòåëü-
ñòâà ïî èíäóêöèè, èçâåñòíîãî èç øêîëüíîé ïðîãðàììû ìàòåìàòèêè. Ñôîðìóëèðóåì
íåîáõîäèìûå òðåáîâàíèÿ:

1. Âñå ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ äîëæíû çàïîìèíàòüñÿ â òàáëèöå.

2. Ñóùåñòâóåò èçâåñòíûå ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è ñ ìàëîé ðàçìåðíîñòüþ (àíàëîãè÷íî
ïðîâåðêå äëÿ ìèíèìàëüíîãî ïàðàìåòðà â ìåòîäå ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè).

3. Ñóùåñòâóåò ñïîñîá âûðàçèòü ðåøåíèå çàäà÷è ÷åðåç ïîäçàäà÷è (âîçìîæíî, îòëè÷-
íûå îò èñõîäíîé çàäà÷è) ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ýòî áîëüøå âñåãî íàïîìèíàåò
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå â ìàòåìàòèêå.

Òðåáîâàíèå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà (èëè îäíîãî
èç ïàðàìåòðîâ, åñëè èõ íåñêîëüêî) â ïîäçàäà÷å äîëæíî áûòü ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà â çàäà÷å è â èòîãå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäçàäà÷ äîëæíà ñõîäèòüñÿ ê èçâåñò-
íûì ðåøåíèÿì (íóëåâîìó ïàðàìåòðó, íàïðèìåð). Åñëè ïàðàìåòðû ïîäçàäà÷ ¾óõîäÿò â
áåñêîíå÷íîñòü¿ èëè âîçíèêàåò êðóãîâàÿ çàâèñèìîñòü � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåïðèìåíèì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàçóìíî ïîäñ÷èòàòü
ñóììó âñåõ ïàðàìåòðîâ è òðåáîâàòü, ÷òîáû íà êàæäîì øàãå ýòà ñóììà óìåíüøàëàñü
(îäíàêî ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî).

Çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äåëÿòñÿ íà äâà òèïà: îïòèìèçàöèÿ öåëå-
âîé ôóíêöèè è ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå íàì íåîáõî-
äèìî âûáðàòü ëó÷øåå ñðåäè âñåõ ðåøåíèé ïîäçàäà÷, âî âòîðîì � ïðîñóììèðîâàòü âñå
êîëè÷åñòâà ðåøåíèé ïîäçàäà÷.
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Â ñëó÷àå åñëè èùåòñÿ ðåøåíèå, èíîãäà áûâàåò íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü íå òîëüêî ñàì
îòâåò, íî è âîññòàíîâèòü ðåøåíèå ïîëíîñòüþ (çàïèñàòü, êàêèå äåéñòâèÿ âûïîëíÿëèñü
íà êàæäîì øàãå).

7.2 Оптимизация целевой функции

Ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà ïîäçàäà÷ îòíîñÿò-
ñÿ òå çàäà÷è, â êîòîðûõ ðåøåíèå ìîæíî íàéòè èñõîäÿ èç çíàíèÿ ðåøåíèé íåñêîëüêèõ
ïðåäûäóùèõ çàäà÷. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðèìåðû èñõîäÿ èç ïðèâåä¼ííîé âûøå ñõåìû.
Покупка билетов
Московская олимпиада 2003
Çà áèëåòàìè íà ïðåìüåðó íîâîãî ìþçèêëà âûñòðîèëàñü î÷åðåäü èç 𝑁 ÷åëîâåê, êàæ-

äûé èç êîòîðûõ õî÷åò êóïèòü 1 áèëåò. Íà âñþ î÷åðåäü ðàáîòàëà òîëüêî îäíà êàññà,
ïîýòîìó ïðîäàæà áèëåòîâ øëà î÷åíü ìåäëåííî, ïðèâîäÿ ¾ïîñòîÿëüöåâ¿ î÷åðåäè â îò÷à-
ÿíèå. Ñàìûå ñîîáðàçèòåëüíûå áûñòðî çàìåòèëè, ÷òî, êàê ïðàâèëî, íåñêîëüêî áèëåòîâ
â îäíè ðóêè êàññèð ïðîäà¼ò áûñòðåå, ÷åì êîãäà ýòè æå áèëåòû ïðîäàþòñÿ ïî îäíîìó.
Ïîýòîìó îíè ïðåäëîæèëè íåñêîëüêèì ïîäðÿä ñòîÿùèì ëþäÿì îòäàâàòü äåíüãè ïåðâîìó
èç íèõ, ÷òîáû îí êóïèë áèëåòû íà âñåõ.

Îäíàêî äëÿ áîðüáû ñî ñïåêóëÿíòàìè êàññèð ïðîäàâàëà íå áîëåå 3-õ áèëåòîâ â îäíè
ðóêè, ïîýòîìó äîãîâîðèòüñÿ òàêèì îáðàçîì ìåæäó ñîáîé ìîãëè ëèøü 2 èëè 3 ïîäðÿä
ñòîÿùèõ ÷åëîâåêà.

Èçâåñòíî, ÷òî íà ïðîäàæó 𝑖-ìó ÷åëîâåêó èç î÷åðåäè îäíîãî áèëåòà êàññèð òðàòèò 𝐴𝑖

ñåêóíä, íà ïðîäàæó äâóõ áèëåòîâ � 𝐵𝑖 ñåêóíä, òðåõ áèëåòîâ � 𝐶𝑖 ñåêóíä. Íàïèøèòå
ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïîäñ÷èòàåò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, çà êîòîðîå ìîãëè áûòü îáñëóæåíû
âñå ïîêóïàòåëè.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî áèëåòû íà ãðóïïó îáúåäèíèâøèõñÿ ëþäåé âñåãäà ïîêóïàåò
ïåðâûé èç íèõ. Òàêæå íèêòî â öåëÿõ óñêîðåíèÿ íå ïîêóïàåò ëèøíèõ áèëåòîâ (òî åñòü
áèëåòîâ, êîòîðûå íèêîìó íå íóæíû).

Âî âõîäíîì ôàéëå çàïèñàíî ñíà÷àëà ÷èñëî 𝑁 � êîëè÷åñòâî ïîêóïàòåëåé â î÷åðåäè
(1 ≤ 𝑁 ≤ 5000). Äàëåå èäåò 𝑁 òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖. Êàæäîå èç ýòèõ
÷èñåë íå ïðåâûøàåò 3600. Ëþäè â î÷åðåäè íóìåðóþòñÿ íà÷èíàÿ îò êàññû.

Â âûõîäíîé ôàéë âûâåäèòå îäíî ÷èñëî � ìèíèìàëüíîå âðåìÿ â ñåêóíäàõ, çà êîòîðîå
ìîãëè áûòü îáñëóæåíû âñå ïîêóïàòåëè.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïî ïðèâåä¼ííîé âûøå ñõåìå.
Ñîçäàäèì îäíîìåðíûé ìàññèâ (𝑋), äëèíîé 5000, â 𝑖-îé ÿ÷åéêå êîòîðîãî áóäåì çàïî-

ìèíàòü âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîêóïêè áèëåòîâ âñåìè ëþäüìè äî 𝑖-ãî âêëþ÷èòåëüíî.
Äàëåå � íà÷àëüíûå äàííûå. Ñîçäàäèì â ìàññèâå áàðüåð � òð¼õ ôèêòèâíûõ ëþäåé

ñ íîìåðàìè 0, −1 è −2; â ñîîòâåòñòâóþùèå ÿ÷åéêè çàïîëíèì íóëÿìè (âðåìÿ ïîêóïêè
áèëåòîâ ôèêòèâíûìè ëþäüìè � 0 ñåêóíä). Çàïîëíèì ñîîòâåòñòâóþùèå ÿ÷åéêè ìàññèâîâ
𝐴, 𝐵 è 𝐶 ¾áåñêîíå÷íîñòüþ¿, êîòîðîé â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ëþáîå ÷èñëî áîëüøå
3600 (ôèêòèâíûå ëþäè ïîêóïàþò áèëåòû î÷åíü ìåäëåííî, ýòî íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíè
íèêîãäà íå ó÷àñòâîâàëè â ðåøåíèè).

Òåïåðü çàïèøåì îïòèìèçèðóþùóþ ôóíêöèþ. Ïóñòü çàïîëíåíû âñå ÿ÷åéêè äî 𝐾-îé,
íå âêëþ÷àÿ åå. Íàì íåîáõîäèìî âûðàçèòü 𝑋[𝐾] ÷åðåç óæå ðåø¼ííûå ïîäçàäà÷è. Äëÿ
êàæäîãî ÷åëîâåêà (åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî çà íèì î÷åðåäè íåò) ñóùåñòâóåò âñåãî 3 âàðèàíòà
ïðèîáðåñòè áèëåò: ëèáî âñå äî íåãî ïîêóïàþò áèëåò, è îí áåðåò òîëüêî äëÿ ñåáÿ; ëèáî âñå,
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êðîìå ïðåäûäóùåãî ïîêóïàþò ñåáå áèëåòà, à ïðåäûäóùèé áåðåò äâà áèëåòà; ëèáî âñå,
êðîìå äâóõ ïðåäûäóùèõ ïîêóïàþò ñåáå áèëåòû, à ñòîÿùèé íà ïîçèöèè 𝐾 − 2 ïîêóïàåò
3 áèëåòà. Ò.ê. òðåáóåòñÿ ïîñ÷èòàòü ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, òî ôîðìóëà áóäåò âûãëÿäåòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑋[𝐾] = 𝑚𝑖𝑛(𝑋[𝐾 − 1] + 𝐴𝑘, 𝑋[𝐾 − 2] + 𝐵𝑘−1, 𝑋[𝐾 − 3] + 𝐶𝑘−2)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ íàì íåîáõîäèìî èíèöèàëèçèðîâàòü ìàññèâ 𝑋 ôèêòèâ-
íûìè ëþäüìè, ñ÷èòàòü ìàññèâû 𝐴, 𝐵 è 𝐶, è ïðîãíàòü öèêë ïî 𝐾 îò 1 äî 𝑁 . Îòâåò áóäåò
ñîäåðæàòüñÿ â ÿ÷åéêå 𝑋[𝑁 ].

Ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷è, ãäå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà òðåáóþòñÿ âñå óæå ðåø¼ííûå çàäà÷è
ìåíüøåãî ðàçìåðà.

Äëÿ ïðèìåðà âîçüì¼ì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: çà-
äà÷ó î íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Óñëîâèå åå òàêîãî:

Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 𝑁 ÷èñåë. Òðåáóåòñÿ íàéòè äëèíó íàèáîëüøåé âîçðàñòà-
þùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ýëåìåíòû â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå îáÿçàòåëüíî èäóò
ïîäðÿä (ò.å. ÷àñòü ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ¾âûáðîñèòü¿) è êàæ-
äûé ýëåìåíò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæåí áûòü áîëüøå ïðåäûäóùèõ.

Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî óæå âûðàáîòàííîé ñõåìå.

Ñîçäàäèì îäíîìåðíûé ìàññèâ (𝑋) äëèíû 𝑁 , â 𝐾-îé ÿ÷åéêå êîòîðîãî áóäåì õðàíèòü
ìàêñèìàëüíóþ äëèíó âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò ñ íîìåðîì 𝐾.

Â äàííîé çàäà÷å íå áóäåì ñîçäàâàòü áàðüåð, à ïîäáåð¼ì òàêóþ îïòèìèçèðóþùóþ
ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ñìîæåò îáîéòèñü áåç íåãî.

Ñàìà îïòèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñðåäè âñåõ
ïðåäûäóùèõ ÷èñåë, ìåíüøèõ òåêóùåãî, âûáåðåì òî, äëÿ êîòîðîãî äëèíà íàèáîëüøåé
âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìàëüíà. Åñëè òàêèõ ÷èñåë íå íàøëîñü, òî
â 𝑋[𝐾] çàïèøåì 1 (ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç îäíîãî ÷èñëà).

𝑋[𝐾] = max𝑖=0,𝑘−1(𝑋[𝑖]|𝑋[𝐾] > 𝑋[𝑖]) + 1

Êàê óæå áûëî îïèñàíî âûøå, â ñëó÷àå, åñëè òàêèõ ÷èñåë íå íàøëîñü, ôóíêöèÿ 𝑚𝑎𝑥
äîëæíà âîçâðàùàòü 0.

×òîáû ïîëó÷èòü îòâåò, íåîáõîäèìî ïðîñìîòðåòü âñå ýëåìåíòû ìàññèâà 𝑋 è âûáðàòü
ñðåäè íèõ ìàêñèìàëüíûé.

Äàííîå ðåøåíèå âåðíî, ò.ê. ìû ïåðåáèðàåì âñå âàðèàíòû (íî íå ïåðåñ÷èòûâàåì êàæ-
äûé ðàç ðåøåíèå ïîäçàäà÷è).

Ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ áóäåò 𝑂(𝑁2).

7.3 Восстановление решения

Â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ ìû òîëüêî íàõîäèëè îòâåò, íî íå âîññòàíàâëèâàëè ñàìîãî ðå-
øåíèÿ. Íàïðèìåð, â çàäà÷å î ïîêóïêå áèëåòîâ ìîãëî áû òðåáîâàòüñÿ óêàçàòü, ñêîëüêî
áèëåòîâ êóïèë êàêîé ÷åëîâåê. À â çàäà÷å î ïîèñêå íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè � óêàçàòü ýëåìåíòû ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îáû÷íî âîññòàíîâëåíèå ïðîâîäèòñÿ çàäîì íàïåð¼ä, ò.å. îò îòâåòà ê íà÷àëüíîé ïîçè-
öèè è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ëèáî
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öèêëû, êîòîðûå ¾ïåðåïðûãèâàþò¿ íåêîòîðûå ýëåìåíòû, äâèãàÿñü îò êîíöà ê íà÷àëó
èëè ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè.

Òàê, â çàäà÷å î íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ òîãî, ÷òîáû
âîññòàíîâèòü åå íåîáõîäèìî êðîìå äëèíû õðàíèòü åù¼ è íîìåð ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà
(à äëÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîãäà äëèíà ðàâíà 1, íåêèé ñïåöè-
àëüíûé ïðèçíàê, íàïðèìåð, ÷èñëî −1). Çàòåì, ïîñëå òîãî, êàê ìû íàéä¼ì ýëåìåíò ñ
îòâåòîì, ïîëó÷èì ðåøåíèå, åñëè áóäåì äâèãàòüñÿ, íà÷èíàÿ ñ åãî íîìåðà è ïåðåõîäÿ íà
ïðåäûäóùèé äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîñòèãëè −1. Îòâåò áóäåò ïîëó÷åí â îáðàòíîì ïîðÿäêå,
ñóùåñòâóåò äâà âàðèàíòà � çàïèñàòü âî âñïîìîãàòåëüíûé ìàññèâ è âûâåñòè åãî ñ êîíöà,
ëèáî èñïîëüçîâàòü ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ ïåðåõîäà íà ïðåäûäóùèé è âûâîäèòü îòâåò
íà âûõîäå èç ôóíêöèè. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðåêóðñèÿ ðàáîòàåò ìåäëåííåå è çàíèìàåò
áîëüøå ïàìÿòè.

Ðàññìîòðèì, â êà÷åñòâå ïðèìåðà, åù¼ îäíó êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ: äèñêðåòíóþ çàäà÷ó î ðþêçàêå.

Äàí íàáîð, ñîñòîÿùèé èç 𝑁 íåäåëèìûõ ïðåäìåòîâ (ò.å. ðàçäåëÿòü êàæäûé ïðåä-
ìåò íà ÷àñòè íåëüçÿ), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðîãî èçâåñòåí åãî âåñ 𝑀𝑖 è ñòîèìîñòü 𝑆𝑖.
Ìàêñèìàëüíàÿ ãðóçîïîäú¼ìíîñòè ðþêçàêà � 𝐿. Òðåáóåòñÿ óíåñòè â ðþêçàêå ïðåäìåòû,
ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü êîòîðûõ ìàêñèìàëüíà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîçäàäèì ìàññèâ (𝑋) äëèíû 𝐿, 𝐾-ÿ ÿ÷åéêà êîòîðîãî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðó è õðàíèò:

1. Ìàêñèìàëüíóþ ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü âåùåé íà äàííûé ìîìåíò (ïîëå 𝑠𝑢𝑚). Îá-
ùèé âåñ âåùåé K

2. Êàêàÿ âåùü áûëà äîáàâëåíà ïîñëåäíåé (ïîëå 𝑛𝑢𝑚).

Èíèöèàëèçèðóåì ìàññèâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: â 𝑋[0] (íóëåâîé ñóììàðíûé âåñ) çà-
ïèøåì ôèêòèâíóþ âåùü ñ íîìåðîì −1 è ñóììàðíîé ñòîèìîñòüþ 0. Âî âñå îñòàëüíûå
ÿ÷åéêè çàïèøåì â êà÷åñòâå íîìåðà âåùè −2 � ïðèçíàê òîãî, ÷òî íàáîð òàêîãî âåñà
ñîñòàâèòü íåâîçìîæíî.

Ñäåëàåì äèíàìèêó ¾ïî âåùàì¿, ò.å. áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ 𝐽 ïåðâûõ
âåùåé èñõîäÿ èç çíàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ 𝐽 − 1 ïåðâîé âåùè. Äëÿ 0 âåùåé
íàøå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ. Íà êàæäîì øàãå áóäåì ïûòàòüñÿ äîáàâèòü î÷åðåäíóþ
âåùü êî âñåì óæå ñîñòàâëåííûì íàáîðàì. Åñëè íàáîð ñóììàðíûì âåñîì, ðàâíûì ñóììå
âåñà î÷åðåäíîé âåùè è âåñà äîïîëíÿþùåãî åå äî òåêóùåãî âåñà íàáîðà, íå ñóùåñòâîâàë
èëè åãî ñòîèìîñòü áûëà ìåíüøå, ÷åì íîâàÿ, òî çàìåíÿåì åãî.

for (j=0; j<N; j++) { //цикл по вещам

for (i=L-M[j]; i>=0; i--) //цикл по весам

if (X[i].num != -1)

//если набор веса i (дополнительный) существует

if ((X[i+M[j]].num == -2) || (X[i+M[j]].sum < S[j] + X[i].sum)) {

//если набор не существовал или был хуже нового, то заменяем

X[i+M[j]].sum = S[j] + X[i].sum;

X[i+M[j]].num = j;

}

}
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Îñîáåííîñòü ýòîãî ìåòîäà � ïðîõîä ñ êîíöà ìàññèâà ê íà÷àëó. Ýòî íåîáõîäèìî,
÷òîáû îäíà è òà æå âåùü íå âîøëà â íàáîð äâà ðàçà. Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå.
Ïóñòü ó íàñ èìåþòñÿ âåùè ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìè âåñ-ñòîèìîñòü (1, 3), (3, 2), (4, 6), (2,
2) è ðþêçàê ãðóçîïîäú¼ìíîñòüþ 6.

Âåñ 0 1 2 3 4 5 6
Øàã 1 −1 0 1 3 −2 0 −2 0 −2 0 −2 0 −2 0
Øàã 2 −1 0 1 3 −2 0 2 2 2 5 −2 0 −2 0
Øàã 3 −1 0 1 3 −2 0 2 2 3 6 3 9 −2 0
Øàã 4 −1 0 1 3 4 2 4 5 3 6 3 9 4 8
Ïåðâîå ÷èñëî â ñòîëáöå � íîìåð âåùè, âòîðîå � ñóììàðíûé âåñ. Êóðñèâîì ïîìå÷åíà

îáíîâë¼ííàÿ èíôîðìàöèÿ, æèðíûì øðèôòîì � òå ÿ÷åéêè, ãäå ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå,
íî çàìåíà íå ïðîèçîøëà (ðåçóëüòàò íå áûë óëó÷øåí).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îòâåò, íàì íåîáõîäèìî íàéòè â ìàññèâå ýëåìåíò ñ ìàêñè-
ìàëüíûì ïîëåì sum. Âîññòàíîâëåíèå íà÷í¼ì ñ ýòîãî ïîëÿ, äâèãàÿñü íàçàä. À èìåííî �
çàïîìíèì èëè âûâåäåì ïîëå 𝑛𝑢𝑚 òîé ÿ÷åéêè, ãäå íàõîäèìñÿ ñåé÷àñ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âåùü ñ íîìåðîì num áûëà ïîëîæåíà ïîñëåäíåé è ÷òîáû âîññòàíîâèòü ïðåäûäóùóþ
÷àñòü íåîáõîäèìî îòíÿòü åå âåñ è ïðîäîëæàòü ýòî äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéä¼ì äî ôèê-
òèâíîé âåùè ñ íîìåðîì −1.
Разложение числа
Московская олимпиада 2006
Ó÷èòåëüíèöà ìàòåìàòèêè ïîïðîñèëà øêîëüíèêîâ ñîñòàâèòü àðèôìåòè÷åñêîå âûðà-

æåíèå, òàê ÷òîáû åãî çíà÷åíèå áûëî ðàâíî äàííîìó ÷èñëó 𝑁 , è çàïèñàòü åãî â òåòðàäè.
Â âûðàæåíèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 𝐾, îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå ñêîáêè. Ïåòÿ î÷åíü íå ëþáèò ïèñàòü, è õî÷åò
ïðèäóìàòü âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå êàê ìîæíî ìåíüøå ñèìâîëîâ. Íàïèøèòå ïðîãðàììó,
êîòîðàÿ ïîìîæåò åìó â ýòîì.

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàïèñàíû äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà: 𝑁 (1 ≤ 𝑁 ≤
10000) � çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ è 𝐾 (1 ≤ 𝐾 ≤ 10000) � íàèáîëüøåå ÷èñëî, êîòîðîå
ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â âûðàæåíèè.

Â åäèíñòâåííîé ñòðîêå âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå âûðàæåíèå ñ äàííûì çíà÷åíèåì,
çàïèñûâàþùååñÿ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì êîëè÷åñòâîì ñèìâîëîâ.

Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, âûâåäèòå ëþáîå èç íèõ.
Ïðè ïîäñ÷¼òå äëèíû âûðàæåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ âñå ñèìâîëû: öèôðû, çíàêè îïåðàöèé,

ñêîáêè.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà 𝑖 ñóùåñòâóåò òðè âàðèàíòà: òðåáó-

åìîå ÷èñëî ìîæåò áûòü çàïèñàíî íåïîñðåäñòâåííî (𝑖 ≤ 𝐾, òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ñèì-
âîëîâ � êîëè÷åñòâî öèôð â ÷èñëå), ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû èëè
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìåíüøèõ ÷èñåë. Áóäåì ñ÷èòàòü ìíîæèòåëü è ïðîñòî çàïèñü ÷èñëà
îäíèì è òåì æå (â ýòîì ñëó÷àå ñêîáêè íå òðåáóþòñÿ). Â ñëó÷àå åñëè ìû èñïîëüçóåì ïðî-
èçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé, òî ýòî ÷èñëî
äîëæíî áûòü îêðóæåíî ñêîáêàìè.

Ïåðåä òåì, êàê âîññòàíàâëèâàòü âûðàæåíèå, íàó÷èìñÿ ñ÷èòàòü åãî äëèíó. Äëÿ ýòîãî
íàì ïîòðåáóåòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ìàññèâà, îäèí (𝑚) èç êîòîðûõ áóäåò ñîäåðæàòü
äëèíó âûðàæåíèÿ ýòîãî ÷èñëà êàê ìíîæèòåëÿ (íåïîñðåäñòâåííî ÷èñëî èëè ïðîèçâåäå-
íèå), à âòîðîé (𝑠) � äëèíó âûðàæåíèÿ ýòîãî ÷èñëà ÷åðåç ñóììó ÷èñåë.

Âíà÷àëå çàïîëíèì ìàññèâû ¾áåñêîíå÷íîñòÿìè¿ (â íàøåì ñëó÷àå ýòî ìîæåò áûòü ÷èñ-
ëî 𝑛+ 2, êîãäà ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû åäèíèö). Çàòåì çàïîëíèì ýëåìåíòû
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ìàññèâà 𝑚 ñ èíäåêñàìè îò 1 äî 𝑘 äëèíîé ÷èñëà (äëÿ ýòîãî åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ:
ïîäñ÷¼ò äëèíû ñòðîêè, âû÷èñëåíèå äåñÿòè÷íîãî ëîãàðèôìà èëè ïðîñòî çàïîìèíàíèå).

Ïîñëå ýòîãî íàñòóïàåò ÷åð¼ä íåïîñðåäñòâåííî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Áóäåì ïûòàòüñÿ äëÿ êàæäîãî ÷èñëà (𝑖) èç äèàïàçîíà îò 𝑘 + 1 äî 𝑛 íàéòè íàèëó÷øåå
ïðåäñòàâëåíèå åãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ è â âèäå ñóììû. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå
ñóììû íàì íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü âñå ïàðû ñëàãàåìûõ 𝑗 è 𝑝, òàêèõ, ÷òî 𝑗 ≤ 𝑝 è 𝑗+𝑝 = 𝑖,
è âûáðàòü ñðåäè íèõ íàèëó÷øóþ. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî èç ÷èñåë 𝑗 è 𝑝 íåîáõîäèìî
âûáèðàòü ìèíèìóì èç ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ñóììû è âèäå ïðîèçâåäåíèÿ. Ñàìè ýòè
÷èñëà íåîáõîäèìî çàïîìíèòü, ò.å., íàïðèìåð, çàïèñàòü â ñïåöèàëüíûå ìàññèâû 𝑠1[𝑛] = 𝑗
è 𝑠2[𝑛] = 𝑝. Ýòà èíôîðìàöèÿ ñèëüíî îáëåã÷èò âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ.

Êðîìå òîãî, äëÿ ÷èñëà 𝑖 íóæíî íàéòè íàèëó÷øåå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ. Äëÿ ýòîãî áóäåì ïåðåáèðàòü âñå ÷èñëà 𝑗, íà÷èíàÿ ñ 2 è ïîêà 𝑗2 ≤ 𝑖. Äëÿ êàæäîãî
𝑗 áóäåì íàõîäèòü äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 𝑝 (𝑝 = 𝑖/𝑗), òàêîé, ÷òî 𝑗 × 𝑝 = 𝑖 (ò.å.
÷èñëî 𝑖 äåëèòñÿ íà 𝑗 íàöåëî). Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ ÷èñåë 𝑗 è 𝑝 òàêæå íóæíî âûáè-
ðàòü íàèëó÷øåå èç ïðåäñòàâëåíèé. Îäíàêî â ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèÿ âîçíèêàåò íåáîëüøîå
îòëè÷èå: åñëè ñîìíîæèòåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû, íåîáõîäèìî îêðóæèòü åãî
ñêîáêàìè. Òàêèì îáðàçîì, ê ïðåäñòàâëåíèþ ñîìíîæèòåëÿ (êàæäîãî èç ÷èñåë 𝑝 è 𝑗) â
âèäå ñóììû, íåîáõîäèìî ïðèáàâëÿòü 2 (ò.å. ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé 𝑠[𝑗] + 2 è 𝑚[𝑗]).
Ëó÷øåå ðàçáèåíèå íà ìíîæèòåëè òàêæå íóæíî çàïîìèíàòü (𝑚1[𝑛] = 𝑗 è 𝑚2[𝑛] = 𝑝).

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìàññèâîâ ìû óæå çíàåì äëèíó îòâåòà (𝑚𝑖𝑛(𝑠[𝑛],𝑚[𝑛])) è íàì
íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü åãî. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóðñèâíîé ôóíêöè-
åé, ïðèíèìàþùåé íà âõîä äâà ïàðàìåòðà: ÷èñëî, êîòîðîå íóæíî âîññòàíîâèòü è ïðè-
çíàê òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè âîññòàíàâëèâàåìîå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåì (ýòî íåîáõîäèìî äëÿ
ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêè ñêîáîê). Ïðè ïåðâîì çàïóñêå ÷èñëî íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñîìíî-
æèòåëåì (îòâåò íå íàäî îêðóæàòü ñêîáêàìè). Ñàìà ôóíêöèÿ äîëæíà ðàññìàòðèâàòü
òðè îñíîâíûõ ñëó÷àÿ: åñëè âîññòàíàâëèâàåìîå ÷èñëî íå ïðåâûøàåò 𝑘, òî ïðîñòî âûâî-
äèì ýòî ÷èñëî; åñëè íàøå ÷èñëî íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî ïðîèçâåäåíèåì, òî
âûçûâàåì âîññòàíîâëåíèå äëÿ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ, ïå÷àòàåì çíàê ¾*¿ è âûçûâàåì
ôóíêöèþ ïå÷àòè âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ (â ýòîì ñëó÷àå â ôóíêöèè äîëæíû ïåðåäàâàòü-
ñÿ ïðèçíàêè òîãî, ÷òî âîññòàíàâëèâàåìîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì); â ñëó÷àå æå
åñëè ÷èñëî íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû (çäåñü òàêæå äâà ñëó÷àÿ:
íóæíû ëè ñêîáêè èëè íåò; åñëè íóæíû, òî ïðèáàâëÿåì ê äëèíå 2 è ñòàâèì ýòè ñêîáêè
âîêðóã âûðàæåíèÿ), òî âûçûâàåì âîññòàíîâëåíèå äëÿ ïåðâîãî îïåðàíäà, ñòàâèì ìåæäó
íèìè çíàê ¾+¿ è âîññòàíàâëèâàåì âòîðîé îïåðàíä (â ýòîì ñëó÷àå ïðèçíàê ñîìíîæèòåëÿ
ïåðåäàâàòü íå íàäî � ñêîáêè íå íóæíû).

Ñóùåñòâóåò è äðóãîé âàðèàíò ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðîì ïðåäñòàâëåíèå ñðàçó íàêàïëè-
âàåòñÿ â âèäå ñòðîêè (string), à â êîíöå ðàáîòû ïðîñòî âûâîäèòñÿ.

Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïèñàòü äîñòàòî÷íî àêêóðàòíóþ ðåàëèçàöèþ,
ò.ê. åå àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü 𝑂(𝑁2), ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ðàâíî 108. Ïîýòîìó íåêî-
òîðàÿ ñëîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ îïðàâäàíà óâåðåííîñòüþ â ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òàêîãî
ìåòîäà (ïî ñðàâíåíèþ ñ îïåðàöèÿìè íàä äèíàìè÷åñêè âûäåëÿåìûìè ñòðîêàìè).

7.4 Подсчёт числа ответов

Çàäà÷è ïîäñ÷¼òà ÷èñëà îòâåòîâ ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò çàäà÷ ïîèñêà îòâåòà.
Îäíàêî âìåñòî ôóíêöèè, âûáèðàþùåé îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñëîæå-
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íèå èëè óìíîæåíèå, â çàâèñèìîñòè îò ðåàëèçàöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â áîëüøèíñòâå
òàêîãî ðîäà çàäà÷ äëÿ õðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ òðåáóþòñÿ äëèííàÿ àðèôìåòè-
êà, ïîýòîìó ïåðåä ðåàëèçàöèåé ñòîèò îöåíèòü âîçìîæíóþ äëèíó ìàêñèìàëüíîãî îòâåòà,
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òðåáóåìóþ äëèíó ÷èñëà. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë,
ìàêñèìàëüíîå èç êîòîðûõ ðàâíî 𝑁 , òðåáóåò 𝑂(log𝑁) âðåìåíè (ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíî
êîëè÷åñòâó çíàêîâ), à äëèííîå óìíîæåíèå 𝑂(log2𝑁).

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó î ÷èñëàõ Ôèáîíà÷÷è, èçâåñòíóþ
åù¼ â Ñðåäíåâåêîâüå. Â îðèãèíàëå ýòî çàäà÷à î êðîëèêàõ, êîòîðûå, êàê è ïîëîæåíî
êðîëèêàì, ïëîäÿòñÿ è ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ óìèðàþò. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî êðîëèêîâ ÷åðåç íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

Åñëè ïåðåôîðìóëèðîâàòü åå â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ, òî ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå 𝐹𝑖 = 𝐹𝑖−1 + 𝐹𝑖−2 è 𝐹0 = 1, 𝐹1 = 1. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè 𝐹𝑁

ïî çàäàííîìó 𝑁 .
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ𝑁 -ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ñóùåñòâóåò ôîðìóëà, îäíàêî îíà íåïðèãîäíà

äëÿ êîìïüþòåðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ.
Îöåíèì ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà âîçðàñòàþò è 2×𝐹𝑖 ≥

𝐹𝑖+1. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü îöåíêó 𝐹𝑁 ≤ 2𝑁 . Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî îïåðàöèÿ
ñëîæåíèÿ äâóõ äëèííûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è áóäåò çàíèìàòü 𝑂(log𝑁).

Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé, ïðèâåä¼ííîé â îïðåäåëåíèè (ò.å. ïðîñòî ñêëàäûâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíî ïàðû ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåãî), òî îáùàÿ
ñëîæíîñòü ñ ó÷¼òîì ðàñõîäîâ íà äëèííóþ àðèôìåòèêó ïîëó÷èòñÿ 𝑂(𝑁 log𝑁).

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì âîâñå íå îáÿçàòåëüíî õðàíèòü 𝑁 äëèííûõ ÷èñåë, äî-
ñòàòî÷íî òîëüêî 3: äëÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ ÷èñåë è ðåçóëüòàòà ñëîæåíèÿ.

Ò.ê. çàäà÷è, òðåáóþùèå ïîäñ÷¼òà ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, âñòðå÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî,
ïîñòàðàåìñÿ íàéòè áîëåå áûñòðûé ñïîñîá èõ ïîäñ÷¼òà.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó
(︀
1 1
1 0

)︀
. Âåðõíèé ëåâûé ýëåìåíò â íåé ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó

÷èñëó Ôèáîíà÷÷è. Âîçâåä¼ì ýòó ìàòðèöó â êâàäðàò:
(︀
1 1
1 0

)︀2
=

(︀
2 1
1 1

)︀
, òåïåðü â âåðõíåì

ëåâîì óãëó ìàòðèöû ñòîèò óæå âòîðîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è. Àíàëîãè÷íî äëÿ 3-ãî ÷èñëà:(︀
1 1
1 0

)︀
×

(︀
2 1
1 1

)︀
=

(︀
3 2
2 1

)︀
. Âîîáùå ãîâîðÿ, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:(︂

1 1
1 0

)︂
×

(︂
𝐹𝑖−1 𝐹𝑖−2

𝐹𝑖−2 𝐹𝑖−3

)︂
=

(︂
𝐹𝑖−1 + 𝐹𝑖−2 𝐹𝑖−1

𝐹𝑖−1 𝐹𝑖−2

)︂
=

(︂
1 1
1 0

)︂
Ò.ê. çà íà÷àëüíóþ ìàòðèöó ìû ïðèíèìàåì òàêæå ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ïåðâûõ

÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:(︂
1 1
1 0

)︂𝑁

=

(︂
𝐹𝑁 𝐹𝑁−1

𝐹𝑁−1 𝐹𝑁−2

)︂
Åñëè ïðîñòî âîçâîäèòü ìàòðèöó â ñòåïåíü, òî ìû ïîëó÷èì ñëîæíîñòü 𝑂(𝑁 log2𝑁).

×ëåí 𝑙𝑜𝑔2𝑁 âîçíèê çäåñü èç-çà íåîáõîäèìîñòè äëèííîãî óìíîæåíèÿ.
Îäíàêî ìû çíàåì ñïîñîá áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü äëÿ ÷èñåë, êîòîðûé òàêæå

ïðèìåíèì è äëÿ ìàòðèö. Ò.î. ìû ìîæåì äîáèòüñÿ ñëîæíîñòè 𝑂(log3𝑁).
Íà ïðàêòèêå ñêîðîñòü ðàáîòû âûãëÿäèò òàê (óñðåäí¼ííûå çíà÷åíèÿ ïî 5 ýêñïåðè-

ìåíòàì):
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Ðèñ. 7.1: Ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè



Лекция 8

Динамическое программирование с

двумя параметрами

Версия C от 10.12.2009

8.1 Введение

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ñ äâóìÿ èëè áîëåå ïàðàìåòðàìè ïî÷òè íå îòëè÷à-
åòñÿ îò äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îäíèì ïàðàìåòðîì: â íåì òàêæå âñòðå÷àþò-
ñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà ðåøåíèé è íàõîæäåíèå îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ. Òàêæå çàäà÷è ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî êîëè÷åñòâó èñïîëüçóåìûõ
ðåøåíèé ìåíüøèõ ïîäçàäà÷: çàäà÷è, èñïîëüçóþùèå îäíó èëè íåñêîëüêî ìåíüøèõ ïîäçà-
äà÷; çàäà÷è, èñïîëüçóþùèå âñå çàäà÷è ìåíüøåãî ðàçìåðà (äèíàìèêà ïî ïîäìíîæåñòâàì)
è ÷àñòíûé ñëó÷àé � LR-äèíàìèêà (äèíàìèêà ïî ïîäñòðîêàì).

Ïðè¼ìû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íà ïðèìåðàõ ðå-
àëüíûõ îëèìïèàäíûõ è êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

8.2 Использование нескольких подзадач

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîé äèíàìèêå, ñóùåñòâóþò çàäà÷è èñïîëüçóþùèå ëèøü íåñêîëü-
êî ïîäçàäà÷ ìåíüøåãî ðàçìåðà. Ðàññìîòðèì òàêèå çàäà÷è íà ïðèìåðàõ.

Таблица
4-й этап Всероссийской олимпиады 2008, запад
Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ òàáëèöó ðàçìåðîì 𝑛×𝑚. Çàíóìåðóåì ñòðîêè òàáëèöû

÷èñëàìè îò 1 äî 𝑛, à ñòîëáöû �� ÷èñëàìè îò 1 äî 𝑚. Áóäåì òàêóþ òàáëèöó ïîñëåäîâà-
òåëüíî çàïîëíÿòü ÷èñëàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑎𝑖𝑗 ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ïåðåñå÷åíèè 𝑖-îé ñòðîêè è 𝑗-îãî ñòîëáöà.
Ïåðâàÿ ñòðîêà òàáëèöû çàïîëíÿåòñÿ çàäàííûìè ÷èñëàìè �� 𝑎11, 𝑎12, . . . , 𝑎1𝑚. Çàòåì
çàïîëíÿþòñÿ ñòðîêè ñ íîìåðàìè îò 2 äî 𝑛. ×èñëî 𝑎𝑖𝑗 âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà âñåõ ÷èñåë
òàáëèöû, íàõîäÿùèõñÿ â ¾òðåóãîëüíèêå¿ íàä ýëåìåíòîì 𝑎𝑖𝑗. Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðè ýòîì
âûïîëíÿþòñÿ ïî ìîäóëþ 𝑟.
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Áîëåå òî÷íî, çíà÷åíèå 𝑎𝑖𝑗 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

𝑎𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎝ 𝑖−1∑︁
𝑘=1

𝑖+𝑘∑︁
𝑖−𝑘

𝑎𝑖−𝑘,𝑡

16𝑡6𝑚

⎞⎟⎟⎠𝑚𝑜𝑑 𝑟

Íàïðèìåð, åñëè òàáëèöà ñîñòîèò èç òð¼õ ñòðîê è ÷åòûð¼õ ñòîëáöîâ, è ïåðâàÿ ñòðîêà
ñîñòîèò èç ÷èñåë 2, 3, 4, 5, à 𝑟 = 40 òî äëÿ ýòèõ èñõîäíûõ äàííûõ òàáëèöà áóäåò âûãëÿ-
äåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (âçÿòèå ïî ìîäóëþ ïîêàçàíî òîëüêî òàì, ãäå îíî ïðèâîäèò ê
èçìåíåíèþ ÷èñëà):

2 3 4 5

5 = 2 + 3 9 = 2 + 3 + 4 12 = 3 + 4 + 5 9 = 4 + 5

23 = 2 + 3 + 4
+ 5 + 9

0 = (2 + 3 + 4
+ 5 + 5 + 9 +
12) mod 40 =
40 mod 40

4 = (2 + 3 + 4
+ 5 + 9 + 12 +
9) mod 40 = 44

mod 40

33 = 3 + 4 + 5
+ 12 + 9

Òðåáóåòñÿ íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî çàäàííîé ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû (𝑎11,
𝑎12, . . . , 𝑎1𝑚), âû÷èñëÿåò ïîñëåäíþþ ñòðîêó, êàê îïèñàíî âûøå.

Формат входных данных
Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò ÷èñëà 𝑛, 𝑚 è 𝑟 (2 6 𝑛,𝑚 6 2000, 2 6 𝑟 6

109) �� ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ òàáëèöû ñîîòâåòñòâåííî, à òàê æå ÷èñëî, ïî ìîäóëþ
êîòîðîãî íàäî ïîñ÷èòàòü îòâåò. Ñëåäóþùàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò 𝑚 öåëûõ ÷èñåë �� ïåðâóþ
ñòðîêó òàáëèöû: 𝑎11, 𝑎12, . . . , 𝑎1𝑚. Âñå 𝑎1𝑖 íåîòðèöàòåëüíû è íå ïðåâîñõîäÿò 109.

Формат выходных данных
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Â ïåðâîé ñòðîêå âûõîäíîãî ôàéëà íåîáõîäèìî âûâåñòè𝑚 ÷èñåë �� ïîñëåäíþþ ñòðîêó
òàáëèöû: 𝑎𝑛1, 𝑎𝑛2, . . . , 𝑎𝑛𝑚.

Примеры
Входные данные Выходные данные

2 3 10

1 2 3

3 6 5

3 3 10

1 1 1

8 0 8

3 4 40

2 3 4 5

23 0 4 33

Разбор
Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî òàáëèöó íåîáõîäèìî àíàëèçèðîâàòü, äâèãàÿñü ñâåðõó-

âíèç. Ïðè ýòîì î÷åð¼äíîñòü àíàëèçà ýëåìåíòîâ â ñòðîêå íå âàæíà, ò.ê. íèêàêîãî âëèÿíèÿ
íà âû÷èñëÿåìóþ ÿ÷åéêó äðóãèå ÿ÷åéêè òîé æå ñòðîêè íå îêàçûâàþò.

Áàçà äèíàìèêè (ïåðâàÿ ñòðîêà) íàì ÿâíî çàäàíà. Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèÿ â ÿ÷åéêå ñ èñïîëüçîâàíèåì óæå âû÷èñëåííûõ äàííûõ.

Â ïåðâîì âàðèàíòå íàì äîñòàòî÷íî çàâåñòè ìàññèâ
𝐵 â êîòîðîì ìû áóäåì íàêàïëèâàòü îòâåòû äëÿ ÿ÷ååê.
Î÷åâèäíî, ïåðâàÿ ñòðîêà ìàññèâà 𝐵 ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé
ñòðîêîé ìàññèâà 𝐴. Ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå ÿ÷åéêè 𝐵[𝑖, 𝑗]. Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé â òî÷-
êå (𝑖, 𝑗) ñîñòîèò èç òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
(𝑖 − 1, 𝑗 − 1), (𝑖 − 1, 𝑗 + 1) à òàêæå èç òî÷åê (𝑖 − 1, 𝑗)
è (𝑖, 𝑗). Â òî æå âðåìÿ, òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé â òî÷-
êå (𝑖 − 2, 𝑗) ïåðåêðûâàåòñÿ äâàæäû, ÷òî ïðèâîäèò ê äâó-
êðàòíîìó ñóììèðîâàíèþ çíà÷åíèé â ýòîì òðåóãîëüíèêå.
Èçáåæàòü ýòîãî î÷åíü ïðîñòî � äîñòàòî÷íî îäèí ðàç âû-
÷åñòü óæå ïîäñ÷èòàííóþ äëÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà ñóììó.
Òàêèì îáðàçîì, â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó
𝐵[𝑖][𝑗] = 𝐵[𝑖 − 1][𝑗 − 1] + 𝐵[𝑖 − 1][𝑗 + 1] − 𝐵[𝑖 − 2][𝑗] + 𝐴[𝑖 − 1][𝑗] + 𝐴[𝑖][𝑗]. Ïîëüçóÿñü
ýòîé ôîðìóëîé ëåãêî ïîäñ÷èòàòü ìàññèâ, ñîäåðæàùèé îòâåò.

Òàêîé âàðèàíò òàêæå ìîæíî àâòîìàòèçèðîâàòü ïî èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè: äîñòàòî÷-
íî çàêîëüöåâàòü ïî ïåðâîìó èçìåðåíèþ ìàññèâ 𝐴 (ïðè ýòîì íàì äîñòàòî÷íî õðàíèòü
âñåãî äâå ñòðîêè: òåêóùóþ è ïðåäûäóùóþ), à òàêæå çàêîëüöåâàòü ìàññèâ 𝐵 (çäåñü ïî-
íàäîáèòñÿ òðè ñòðîêè: òåêóùàÿ è äâå ïðåäûäóùèõ). Ïðèìåð çàêîëüöîâûâàíèÿ ìàññèâà
ïðèâåä¼í â ðàçäåëå, ïîñâÿù¼ííîì ðåàëèçàöèè î÷åðåäåé.

Äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ñîçäàòü âèðòóàëüíóþ ¾íóëåâóþ¿ ñòðîêó â
ìàññèâå 𝐵 è çàïîëíèòü åå íóëÿìè (ñîçäàòü áàðüåð) � ýòî èçáàâèò îò íåîáõîäèìîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàòü âòîðóþ ñòðîêó êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Òàêæå ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü áàðüåðû
èç íóëåé ñëåâà è ñïðàâà îò òàáëèöû.

Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òàêæå îïèðàåòñÿ íà èäåè äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, íî èñïîëüçóåò ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷, îòëè÷íûõ îò èñõîäíûõ. À èìåííî,
ìîæíî ñîçäàòü äâà äîïîëíèòåëüíûõ ìàññèâà 𝐿 è 𝑅, òàêèõ, ÷òî ÿ÷åéêà 𝐿[𝑖][𝑗] áóäåò ñî-
äåðæàòü ñóììó âñåõ ýëåìåíòîâ íà äèàãîíàëè, ïðîâåä¼ííîé îò òî÷êè (𝑖, 𝑗) ââåðõ è âëåâî
(äëÿ ìàññèâà 𝑅 äèàãîíàëü ïðîâîäèòñÿ ââåðõ è âïðàâî). Ïåðâàÿ ñòðîêà ìàññèâîâ 𝐿 è 𝑅
áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïåðâîé ñòðîêîé ìàññèâà 𝐴. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû ïåðåñ÷¼òà áóäóò



94ЛЕКЦИЯ 8. ДИНАМИЧЕСКОЕПРОГРАММИРОВАНИЕ СДВУМЯПАРАМЕТРАМИ

âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∙ 𝐿[𝑖][𝑗] = 𝐿[𝑖− 1][𝑗 − 1] + 𝐴[𝑖][𝑗]

∙ 𝑅[𝑖][𝑗] = 𝑅[𝑖− 1][𝑗 + 1] + 𝐴[𝑖][𝑗]

∙ 𝐵[𝑖][𝑗] = 𝐵[𝑖− 1][𝑗] + 𝐿[𝑖− 1][𝑗 − 1] + 𝑅[𝑖− 1][𝑗 + 1]

Ïðè ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà áàðüåðû ñëåâà è ñïðàâà òàêæå áóäóò ïîëåçíû, à âñå
ìàññèâû ìîæíî çàêîëüöåâàòü ïî ïåðâîìó èçìåðåíèþ âñåãî â äâå ñòðîêè.

Îáà ñïîñîáà áóäóò èìåòü ñëîæíîñòü 𝑂(𝑛 × 𝑚) ò.ê. êàæäûé ýëåìåíò òàáëèöû ïðî-
ñìàòðèâàåòñÿ îäèí ðàç.

Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó çàäà÷ó, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ïîäçàäà÷
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ýòî çàäà÷à î íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ÍÎÏ)
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1 2 3 4 5

2 0 1 1 1 1
3 0 1 2 2 2
2 0 1 2 2 2
4 0 1 2 3 3
5 0 1 3 3 4

Ðèñ. 8.1: Ïðèìåð
òàáëèöû äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé {1, 2, 3, 4, 5}
è {2, 3, 2, 4, 5}

Åñëè èç íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑎} âû÷åðêíóòü
÷àñòü åå ýëåìåíòîâ, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áó-
äåò íàçûâàòüñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{𝑎}. Ïóñòü çàäàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑎} è {𝑏}. Èõ íàè-
áîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {𝑐} íàçûâàåòñÿ ñà-
ìàÿ äëèííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑎}, êîòîðàÿ òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {𝑏}.

Áàçîé äèíàìèêè â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âûñòóïàòü òîò ôàêò,
÷òî ÍÎÏ äâóõ ïóñòûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òåïåðü íåîáõîäèìî íàéòè ñïîñîá
ïîëó÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è, ÷åðåç ìåíüøèå ïîäçàäà÷è. Ðàñ-
ñìîòðèì ïåðâûå 𝑛 ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑎} è ïåð-
âûå𝑚 ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑏} è ïîïûòàåìñÿ íàéòè

ÍÎÏ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑝 < 𝑛 è 𝑞 < 𝑚 ìû íàó÷èëèñü
íàõîäèòü ÍÎÏ. Òîãäà ïåðåõîä ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

∙ Åñëè 𝑎𝑛 = 𝑏𝑚, òî ÍÎÏ(𝑎, 𝑏) = ÍÎÏ(𝑎− 1, 𝑏− 1) + 1

∙ Åñëè 𝑎𝑛 ̸= 𝑏𝑚, òî ÍÎÏ(𝑎, 𝑏) = max(ÍÎÏ(𝑎− 1, 𝑏, 𝑎, 𝑏− 1))

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ìîæíî õðàíèòü â äâóìåðíîé òàáëèöå (ïåðâûé èíäåêñ � ïà-
ðàìåòð 𝑛, âòîðîé � 𝑚) è çàïîëíÿòü åå äâèãàÿñü ñíà÷àëà ïî ñòðîêàì, à çàòåì ïî ñòîëá-
öàì. Â ñëó÷àå, åñëè íå ñòàâèòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà, ìîæíî çàêîëüöåâàòü ýòó
òàáëèöó è èñïîëüçîâàòü ëèøü äâå ñòðîêè. Â ñëó÷àå, åñëè íåîáõîäèìî âîññòàíîâëåíèå
îòâåòà, íåîáõîäèìî õðàíèòü âñþ òàáëèöó è ïåðåìåùàòüñÿ èç òåêóùåé ÿ÷åéêè (𝑛,𝑚) ëè-
áî â ÿ÷åéêó (𝑛 − 1,𝑚 − 1) åñëè 𝑎𝑛 = 𝑏𝑚, ëèáî â ÿ÷åéêó (𝑛 − 1,𝑚) èëè (𝑛,𝑚 − 1) â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîé èç ÿ÷ååê çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì â (𝑛,𝑚). Îòâåò
áóäåò âîññòàíîâëåí, êàê îáû÷íî, â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

8.3 Использование предыдущего столбца

Åñëè â ñëó÷àå îäíîìåðíîé äèíàìèêè ïðè ìû ìîãëè èñïîëüçîâàòü òîëüêî îäèí èëè
íåñêîëüêî ïðåäûäóùèõ ýëåìåíòîâ (èëè âñå ïðåäûäóùèå ýëåìåíòû), òî â äâóõ è áîëåå
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ìåðíîé äèíàìèêå ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðåäûäóùèé
ñòîëáåö (ò.å. äëÿ ïîäñ÷¼òà ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî çíàòü ðåøåíèÿ âñåõ ïîäçàäà÷,
ó êîòîðûõ îäèí èç ïàðàìåòðîâ íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ó äàííîé). Ðàññìîòðèì ýòîò
ñëó÷àé òàêæå íà ïðèìåðå ðåàëüíîé çàäà÷è:

Маскарад
Московская олимпиада 10-11 2005
Ïî ñëó÷àþ ââåäåíèÿ áîëüøèõ íîâîãîäíèõ êàíèêóë óñòðàèâàåòñÿ âåëèêèé ïðàçäíè÷-

íûé áàë-ìàñêàðàä. Äî ïðàçäíèêà îñòàëèñü ñ÷èòàííûå äíè, ïîýòîìó ñðî÷íî íóæíû êî-
ñòþìû äëÿ ó÷àñòíèêîâ. Äëÿ ïîøèâêè êîñòþìîâ òðåáóåòñÿ 𝐿 ìåòðîâ òêàíè. Òêàíü ïðî-
äà¼òñÿ â 𝑁 ìàãàçèíàõ, â êîòîðûõ ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ñêèäêè îïòîâûì ïîêóïàòåëÿì. Â
ìàãàçèíàõ ìîæíî êóïèòü òîëüêî öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ òêàíè. Ðåêëàìà ìàãàçèíà íîìåð
𝑖 ãëàñèò ¾Ìû ñ ðàäîñòüþ ïðîäàäèì Âàì ìåòð òêàíè çà 𝑃𝑖 áóðëåé, îäíàêî åñëè Âû êó-
ïèòå íå ìåíåå 𝑅𝑖 ìåòðîâ, òî ïîëó÷èòå ïðåêðàñíóþ ñêèäêó �� êàæäûé êóïëåííûé ìåòð
îáîéä¼òñÿ Âàì âñåãî â 𝑄𝑖 áóðëåé¿. ×òîáû âîïëîòèòü â æèçíü ëîçóíã ¾ýêîíîìèêà ñòðà-
íû äîëæíà áûòü ýêîíîìíîé¿, ïðàâèòåëüñòâî ðåøèëî ïîòðàòèòü íà çàêóïêó òêàíè äëÿ
êîñòþìîâ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áóðëåé èç ãîñóäàðñòâåííîé êàçíû. Ïðè ýòîì òêà-
íè ìîæíî êóïèòü áîëüøå, ÷åì íóæíî, åñëè òàê îêàæåòñÿ äåøåâëå. Îòâåòñòâåííûé çà
ïîêóïêó òêàíè ïîçâîíèë â êàæäûé ìàãàçèí è óçíàë, ÷òî:

1. ðåêëàìà êàæäîãî ìàãàçèíà ñîäåðæèò ïðàâäèâóþ èíôîðìàöèþ î öåíàõ è ñêèäêàõ;

2. ìàãàçèí íîìåð 𝑖 ãîòîâ ïðîäàòü åìó íå áîëåå 𝐹𝑖 ìåòðîâ òêàíè.

Îòâåòñòâåííûé çà ïîêóïêó î÷åíü óñòàë îò ïðîäåëàííîé ðàáîòû è ïîýòîìó ïîñòàâëåí-
íóþ ïåðåä íèì çàäà÷ó ¾çàêóïèòü òêàíü çà ìèíèìàëüíûå äåíüãè¿ ïåðåëîæèë íà ñâîèõ
ïîìîùíèêîâ. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ îïðåäåëèò, ñêîëüêî òêàíè íóæíî êóïèòü â
êàæäîì èç ìàãàçèíîâ òàê, ÷òîáû ñóììàðíûå çàòðàòû áûëè ìèíèìàëüíû.

Формат входных данных
Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàïèñàíû äâà öåëûõ ÷èñëà 𝑁 è 𝐿 (1 6 𝑁 6 100, 0 6

𝐿 6 100). Â êàæäîé èç ïîñëåäóþùèõ 𝑁 ñòðîê íàõîäèòñÿ îïèñàíèå ìàãàçèíà íîìåð 𝑖 ��
4 öåëûõ ÷èñëà 𝑃𝑖, 𝑅𝑖, 𝑄𝑖, 𝐹𝑖 (1 6 𝑄𝑖 6 𝑃𝑖 6 1000, 1 6 𝑅𝑖 6 100, 0 6 𝐹𝑖 6 100).

Формат выходных данных
Ïåðâàÿ ñòðîêà âûõîäíîãî ôàéëà äîëæíà ñîäåðæàòü åäèíñòâåííîå ÷èñëî � ìèíè-

ìàëüíîå íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî áóðëåé.
Âî âòîðîé ñòðîêå âûâåäèòå 𝑁 ÷èñåë, ðàçäåë¼ííûõ ïðîáåëàìè, ãäå 𝑖-îå ÷èñëî îïðå-

äåëÿåò êîëè÷åñòâî ìåòðîâ òêàíè, êîòîðîå íóæíî êóïèòü â 𝑖-îì ìàãàçèíå. Åñëè â 𝑖-îì
ìàãàçèíå òêàíü ïîêóïàòüñÿ íå áóäåò, òî íà 𝑖-îì ìåñòå äîëæíî ñòîÿòü ÷èñëî 0. Åñëè
âàðèàíòîâ ïîêóïêè íåñêîëüêî, âûâåäèòå ëþáîé èç íèõ.

Åñëè òêàíè â ìàãàçèíàõ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîøèâêè êîñòþìîâ, âûõîäíîé ôàéë äîë-
æåí ñîäåðæàòü åäèíñòâåííîå ÷èñëî −1.

Примеры
Входные данные Выходные данные

2 14

7 9 6 10

7 8 6 10

88

10 4

1 20

1 1 1 1

-1
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Разбор
Áóäåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ¾äèíàìèêîé ïî ìàãàçèíàì¿. Â êà÷åñòâå áàçû äèíàìèêè

ìîæíî âçÿòü ïðîñòîé è ïîíÿòíûé ôàêò: ïîêóïêà ëþáîãî êîëè÷åñòâà òêàíè â ïóñòîì íà-
áîðå ìàãàçèíîâ îáîéä¼òñÿ â áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áóðëåé (â êà÷åñòâå áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî
âçÿòü ëþáîå ÷èñëî, áîëüøåå 100 000 (ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìåòðîâ óìíîæåííîå íà
ìàêñèìàëüíóþ öåíó), íî òàêîå, ÷òîáû ñóììà äâóõ áåñêîíå÷íîñòåé íå ïðèâîäèëà ê ïåðå-
ïîëíåíèþ òèïà.

Ïðè ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ ïîëåçíî íàïèñàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïî íîìåðó ìàãàçèíà
è êîëè÷åñòâó ìåòðîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî êóïèòü â ýòîì ìàãàçèíå, áóäåò îïðåäåëÿòü
ñòîèìîñòü ïîêóïêè. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ çà 𝑓(𝑠,𝑚), ãäå 𝑠 � íîìåð ìàãàçèíà, à 𝑚 �
êîëè÷åñòâî ìåòðîâ.

Òåïåðü íåîáõîäèìî íàõîäèòü ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ óæå ðåø¼ííûõ çàäà÷. Ïóñòü ìû
íàó÷èëèñü ïîêóïàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ìåòðîâ òêàíè â ïåðâûõ 𝑖 − 1 ìàãàçèíå íàèëó÷-
øèì îáðàçîì. Ê íàøåìó íàáîðó äîáàâëÿåòñÿ 𝑖-ûé ìàãàçèí è íåîáõîäèìî äëÿ êàæäîãî
êîëè÷åñòâà ìåòðîâ îïðåäåëèòü, ñêîëüêî áóäåò ñòîèòü èõ ïîêóïêà â 𝑖 ìàãàçèíàõ (ò.å. äëÿ
êàæäîãî èç 𝑖 ïåðâûõ ìàãàçèíîâ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ìåòðîâ òêàíè â êàêîì
ìàãàçèíå ïîêóïàòü). Áóäåì ïåðåáèðàòü âñåâîçìîæíûå êîëè÷åñòâà ìåòðîâ òêàíè, êîòî-
ðûå íàäî êóïèòü. Ïóñòü íà äàííûé ìîìåíò íàì íåîáõîäèìî íàó÷èòñÿ ïîêóïàòü 𝑗 ìåòðîâ
òêàíè â 𝑖 ïåðâûõ ìàãàçèíàõ, ïðè ýòîì öåíû ïîêóïêè 𝑘 ìåòðîâ òêàíè â íàáîðå èç 𝑖 − 1
ìàãàçèíå èçâåñòíû äëÿ âñåõ 𝑘 è ñîñòàâëÿþò 𝐶[𝑖− 1][𝑘].

Êóïèòü 𝑗 ìåòðîâ òêàíè â 𝑖 ìàãàçèíàõ ìîæíî 𝑗 + 1 ñïîñîáîì: ìîæíî êóïèòü 0 ìåòðîâ
òêàíè â íàáîðå èç 𝑖−1 ïåðâîãî ìàãàçèíà, à âñå 𝑗 ìåòðîâ � â ìàãàçèíå ñ íîìåðîì 𝑖; ìîæíî
êóïèòü îäèí ìåòð òêàíè â íàáîðå èç 𝑖−1 ìàãàçèíà, à 𝑗−1 � â ìàãàçèíå ñ íîìåðîì 𝑖 è ò.ä.
Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ìèíèìàëüíàÿ öåíà ïîêóïêè, òî ôîðìóëà áóäåò ñëåäóþùåé:

𝐶[𝑖][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛
𝑘=0...𝑗

(𝑓(𝑖, 𝑘) + 𝐶[𝑖− 1][𝑗 − 𝑘])

Â ýòîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî ìîæíî çàâåñòè åù¼ îäèí
ìàññèâ òàêîãî æå êàê 𝐶 ðàçìåðà è â êàæäîé åãî ÿ÷åéêå õðàíèòü êîëè÷åñòâî ìåòðîâ,
êóïëåííîå â ýòîì ìàãàçèíå äëÿ çàäàííûõ 𝑖 è 𝑗.

Êàçàëîñü áû, çàäà÷à ðåøåíà. Íî â ïðîöåññå ðàçáîðà ìû îñòàâèëè íåêîòîðóþ íåîïðå-
äåë¼ííîñòü â âîïðîñå òîãî, êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìåòðîâ íåîáõîäèìî êóïèòü.
Ïåðâîå ïðèõîäÿùåå â ãîëîâó ðåøåíèå: íå ïîêóïàòü áîëüøå ÷åì 𝐿 ìåòðîâ íåïðàâèëüíî.
Âåäü ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íàì íóæíî êóïèòü 10 ìåòðîâ ïî 20 áóðëåé (èòîãî 200), íî
åñëè îïòîì êóïèòü 100 ïî îïòîâîé öåíå â 1 áóðëü, òî öåíà ñîñòàâèò âñåãî 100 áóðëåé
(îñòàâøèåñÿ ìåòðû ìîæíî âûêèíóòü). Ïîñêîëüêó êàæäûé ìàãàçèí ïðîäà¼ò íå áîëåå 100
ìåòðîâ òêàíè, òî â êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ïîêóïàåìîé òêàíè ìîæíî âçÿòü
𝐿 + 100. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âûáðàòü ìèíèìàëü-
íîå ñòîèìîñòü ïîêóïêè 𝐾 ìåòðîâ òêàíè, ãäå 𝐿 6 𝐾 6 𝐿+ 100. Â îñòàëüíîì ðåøåíèå íå
èçìåíèòñÿ. Åãî ñëîæíîñòü áóäåò ñîñòàâëÿòü 𝑂(𝑁 × (𝐿 + 100)2).

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí, áîëåå èçîùð¼ííûé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïîäçàäà÷ èç ¾ïðåäû-
äóùåãî ñòîëáöà¿.

Еловая аллея
Московская заочная олимпиада 2003
Ìýð ãîðîäà Óðþïèíñêà ðåøèë ïîñàäèòü íà ãëàâíîé àëëåå ãîðîäà, êîòîðàÿ ïðîõîäèò

ñ çàïàäà íà âîñòîê, ãîëóáûå åëè. Ïðè÷¼ì ñàæàòü åëè ìîæíî íå âî âñåõ ìåñòàõ, à òîëüêî
íà ñïåöèàëüíî îñòàâëåííûõ ïðè àñôàëüòèðîâàíèè àëëåè êëóìáàõ.
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Êàê îêàçàëîñü, ãîëóáûå åëè áûâàþò 𝑀 ðàçëè÷íûõ ñîðòîâ. Äëÿ åëè êàæäîãî ñîðòà
èçâåñòíà ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà åå òåíè â òå÷åíèå äíÿ â çàïàäíîì è â âîñòî÷íîì íàïðàâ-
ëåíèè (𝑊𝑖 è 𝐸𝑖 ñîîòâåòñòâåííî). Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî åëè ðàñòóò ãîðàçäî ëó÷øå, åñëè
â òå÷åíèå äíÿ îíè íå îêàçûâàþòñÿ â òåíè äðóãèõ åëåé.

Êîîðäèíàòíàÿ îñü íàïðàâëåíà âäîëü àëëåè ñ çàïàäà íà âîñòîê.
Ïî çàäàííûì êîîðäèíàòàì êëóìá âû÷èñëèòå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî åëåé, êîòîðîå ìîæ-

íî ïîñàäèòü, ñîáëþäàÿ óñëîâèå î òîì, ÷òî íèêàêàÿ åëü íå äîëæíà ïîïàäàòü â òåíü îò
äðóãîé åëè.

Формат входных данных
Âî âõîäíîì ôàéëå çàïèñàíî ñíà÷àëà íàòóðàëüíîå ÷èñëî 𝑀 �� êîëè÷åñòâî ñîðòîâ

åëåé (1 6 𝑀 6 100). Çàòåì èä¼ò 𝑀 ïàð ÷èñåë 𝑊𝑖, 𝐸𝑖, îïèñûâàþùèõ ìàêñèìàëüíóþ
äëèíó òåíè â çàïàäíîì è âîñòî÷íîì íàïðàâëåíèè â òå÷åíèå äíÿ äëÿ êàæäîãî ñîðòà åëè
(÷èñëà 𝑊𝑖, 𝐸𝑖 �� öåëûå, èç äèàïàçîíà îò 0 äî 30000). Äàëåå èä¼ò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
𝑁 �� êîëè÷åñòâî êëóìá, â êîòîðûõ ìîæíî ñàæàòü åëè (1 6 𝑁 6 100). Äàëåå èä¼ò
𝑁 ÷èñåë, çàäàþùèõ êîîðäèíàòû êëóìá (êîîðäèíàòû �� öåëûå ÷èñëà, ïî ìîäóëþ íå
ïðåâûøàþùèå 30000). Êëóìáû ïåðå÷èñëåíû ñ çàïàäà íà âîñòîê (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
èõ êîîðäèíàò).

Åñëè íà êëóìáå ñ êîîðäèíàòîé 𝑋 ìû ïîñàäèëè åëü, ìàêñèìàëüíàÿ òåíü êîòîðîé â
âîñòî÷íîì íàïðàâëåíèè ðàâíà 𝐸, òî âñå êëóìáû ñ êîîðäèíàòàìè îò 𝑋 + 1 äî 𝑋 + 𝐸˘1
ïîïàäàþò â òåíü îò ýòîé åëè, à êëóìáà ñ êîîðäèíàòàìè 𝑋 +𝐸 �� óæå íåò. Àíàëîãè÷íî
äëÿ òåíè â çàïàäíîì íàïðàâëåíèè.

Формат выходных данных
Â âûõîäíîé ôàéë âûâåäèòå ñíà÷àëà ÷èñëî 𝐴 �� ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî åëåé, êî-

òîðûå óäàñòñÿ ïîñàäèòü, à çàòåì 𝐴 ïàð ÷èñåë, îïèñûâàþùèõ åëè. Ïåðâîå ÷èñëî êàæäîé
ïàðû çàäà¼ò íîìåð êëóìáû, â êîòîðóþ ñàäèòñÿ åëü. Âòîðîå ÷èñëî îïðåäåëÿåò íîìåð
ñîðòà ýòîé åëè.

Пример
Входные данные Выходные данные

3

1000 3

1 200

128 256

3

1 2 4

2

1 1

3 2

Разбор
Â ýòîé çàäà÷å ïîòðåáóåòñÿ äèíàìèêà ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè. Îäíèì èç íèõ áóäåò

êîëè÷åñòâî âûñàæåííûõ ¼ëîê, à âòîðûì � ïîñëåäíÿÿ çàíÿòàÿ êëóìáà. Â ñàìîé òàáëèöå
áóäåì õðàíèòü ñîðò åëè, ïîñàæåííîé â ýòó ïîñëåäíþþ çàíÿòóþ êëóìáó.

Ïîäóìàåì, êàêàÿ áàçà äèíàìèêè çäåñü ìîæåò ïðèãîäèòñÿ. Ïóò¼ì íåñëîæíûõ ðàññóæ-
äåíèé ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïåðâàÿ êëóìáà âñåãäà äîëæíà áûòü çàíÿòà, å¼ ïðîïóñê ìîæåò
òîëüêî óõóäøèòü ðåøåíèå. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ñëåâà îò ñàìîé ëåâîé êëóìáû íè÷åãî íå
ðàñò¼ò, òî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà òåíü, îòáðàñûâàåìóþ íà çàïàä ¼ëêîé, ïîñàæåííîé â
ïåðâóþ êëóìáó, íå íàêëàäûâàåòñÿ. Ëîãè÷íî, ÷òî íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü òåíü, îò-
áðàñûâàåìóþ ýòîé ¼ëêîé íà âîñòîê. Òàêèì îáðàçîì, áàçîé äèíàìèêè áóäåò ñëåäóþùåå:
äëÿ êîëè÷åñòâà ¼ëîê 1 è ïîñëåäíåé çàíÿòîé êëóìáîé 1 â êëóìáó íîìåð 1 íåîáõîäèìî
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ñàæàòü ¼ëêó, êîòîðàÿ îòáðàñûâàåò íàèìåíüøóþ òåíü íà âîñòîê:

𝐷[1][1] = 𝐾, ãäå 𝐸𝑘 6 𝐸𝑖
𝑖=0...𝑀−1

Âñå îñòàëüíûå ïåðâîãî ñòîëáöà (ãäå êîëè÷åñòâî âûñàæåííûõ ¼ëîê ïðåâûøàåò 1, íîìåð
ïîñëåäíåé çàíÿòîé êëóìáû) ìîæíî çàïîëíèòü ïðèçíàêîì íåâîçìîæíîñòè òàêîé êîíôè-
ãóðàöèè � ÷èñëîì −1, íàïðèìåð.

Áàçà äèíàìèêè èçâåñòíà, òåïåðü íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü îáùåå ïðàâèëî ïåðåõî-
äà ê áîëüøåìó ðåøåíèþ. Äëÿ êàæäîãî êîëè÷åñòâà çàíÿòûõ êëóìá, äëÿ êàæäîãî íîìåðà
ïîñëåäíåé çàíÿòîé êëóìáû áóäåì âûáèðàòü ñîðò åëè, êîòîðûé ìîæíî â íå¼ ïîñàäèòü
è êîòîðûé îòáðàñûâàåò íàèìåíüøóþ òåíü íà âîñòîê (ñîðò, îòáðàñûâàþùèé áîëüøóþ
òåíü íà âîñòîê ìîæåò òîëüêî óõóäøèòü íàøå ðåøåíèå, íàêðûâ ëèøíèå êëóìáû, íî íå
óëó÷øèòü åãî). Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ. Â äàííûé ìîìåíò ìû ñàæàåì ¼ëêó â êëóìáó íîìåð 𝑖 è îáùåå êîëè÷åñòâî
¼ëîê äîëæíî ñòàòü 𝑗 (ëîãè÷íî, ÷òî 𝑗 6 𝑖). Áóäåì ïåðåáèðàòü âñå ïðåäûäóùèå êëóìáû
𝑝𝑟𝑒𝑣 = 1 . . . 𝑖 − 1. Äëÿ êàæäîé èç ïðåäûäóùèõ êëóìá íåîáõîäèìî âûïîëíèòü íåêîòî-
ðûå ïðîâåðêè è äåéñòâèÿ. Åñòåñòâåííî, ÷òî 𝐷[𝑗 − 1][𝑝𝑟𝑒𝑣] ̸= −1, èíà÷å ïðåäûäóùåé
êîíôèãóðàöèè íå ñóùåñòâîâàëî. Äàëåå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäûäóùàÿ ¼ëêà íå
íàêðûâàåò ñâîåé òåíüþ òåêóùóþ êëóìáó, ò.å. 𝑋[𝑝𝑟𝑒𝑣] + 𝐸[𝐷[𝑗 − 1][𝑝𝑟𝑒𝑣]] 6 𝑋[𝑖]. Åñëè
ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî â êëóìáó ñ íîìåðîì 𝑖 ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ïðåäûäó-
ùàÿ çàíÿòàÿ êëóìáà èìååò íîìåð 𝑝𝑟𝑒𝑣 òåîðåòè÷åñêè ìîæíî ïîñàäèòü åëü (𝑖-ÿ êëóìáà íå
íàêðûâàåòñÿ òåíüþ îò ïðåäûäóùåé åëè). Áóäåì ïåðåáèðàòü âñå ñîðòà åëåé 𝑝 = 0 . . .𝑀 .
Äëÿ êàæäîãî èç ñîðòîâ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî îí, áóäó÷è âûñàæåííûì â êëóìáó
íîìåð 𝑖 íå íàêðûâàåò ñâîåé òåíüþ ïðåäûäóùóþ êëóìáó (ñ íîìåðîì 𝑝𝑟𝑒𝑣). Ýòà ïðîâåðêà
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝑋[𝑝𝑟𝑒𝑣] 6 𝑋[𝑖] −𝑊 [𝑝]. Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî,
òî òàêîé ñîðò åëè â ýòó êëóìáó ïîñàäèòü ìîæíî. Ñðåäè âñåõ ïîäõîäÿùèõ ñîðòîâ âûáå-
ðåì è çàïèøåì â ÿ÷åéêó 𝐷[𝑗][𝑖] íîìåð ýòîãî ñîðòà. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ óäîáíî
ñîäåðæàòü ìàññèâ òàêîãî æå ðàçìåðà, â ñîîòâåòñòâóþùóþ ÿ÷åéêó êîòîðîãî çàïèñûâàòü
çíà÷åíèå 𝐴[𝑗][𝑖] = 𝑝𝑟𝑒𝑣, ïðè êîòîðîì áûë äîñòèãíóò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò.

×òîáû íàéòè îòâåò, íåîáõîäèìî ïðîéòè ïî òàáëèöå è íàéòè òàêîå 𝐷[𝑗][𝑖] ̸= −1, â
êîòîðîì 𝑗 (êîëè÷åñòâî âûñàæåííûõ ¼ëîê) ìàêñèìàëüíî. Âûâåäåì ýòî ÷èñëî. Çàïîìíèì,
êàêîé ñîðò åëè áûë âûñàæåí â êëóìáó ñ íîìåðîì 𝑖 è âîññòàíîâèì ïîëíîå ðåøåíèå. Ïî-
ñêîëüêó îäíà åëü óæå áûëà âûñàæåíà, òî îñòàâøååñÿ êîëè÷åñòâî óìåíüøèëîñü íà 1.
Íîìåð ïðåäûäóùåé çàíÿòîé êëóìáû íàì èçâåñòåí � ýòî 𝐴[𝑗][𝑖], ñîðò åëè äëÿ ïðåäûäó-
ùåé êëóìáû ëåãêî îïðåäåëèòü: 𝐷[𝑗 − 1][𝐴[𝑗][𝑖]]. Çàòåì ïðîäåëàåì òå æå äåéñòâèÿ äëÿ
ÿ÷åéêè 𝐷[𝑗 − 1][𝐴[𝑗][𝑖]]. Óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî âûñàæåííûõ ¼ëîê íà 1, ìû âîññòàíîâèì
ïîëíîå ðåøåíèå.

Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîñòàâèò 𝑂(𝑁3 × 𝑀) (íåîáõîäèì ïðîõîä ïî âñåì
ÿ÷åéêàì òàáëèöû çà 𝑁2, äëÿ êàæäîé èç ÿ÷ååê ìû ïåðåáèðàåì âñåâîçìîæíûå ïðåäûäó-
ùèå êëóìáû çà 𝑁 è âñåâîçìîæíûå ñîðòà çà 𝑀).

8.4 LR-динамика

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìàòðèâàëè äèíàìèêó, ãäå ëèáî èñïîëüçîâàëîñü íåêî-
òîðîå ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî ïðåäûäóùèõ ïîäçàäà÷, ëèáî âñå çàäà÷è ðàçìåðíîñòüþ
îò 1 äî 𝑁 − 1. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå òàêæå âîçìîæåí âàðèàíò, êîãäà çàäà÷à çàäà¼òñÿ íå
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îäíèì ïàðàìåòðîì 𝑁 , â äâóìÿ ïàðàìåòðàìè 𝐿 è 𝑅 � ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöåé ïîä-
ðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ ìû èùåì ðåøåíèå. Òàêæå òàêîé ìåòîä íàçûâàåòñÿ
¾äèíàìèêà ïî ïîäñòðîêàì¿. Îáû÷íî, â òàêèõ çàäà÷àõ çà áàçó äèíàìèêè áåð¼òñÿ äèàãî-
íàëü ìàòðèöû, ò.å. ïîäñòðîêè, ñîñòîÿùèå èç îäíîãî çíà÷åíèÿ (ïðè 𝐿 = 𝑅). Ïðèíöèïû
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îñòàþòñÿ òå æå ñàìûå, òåì íå ìåíåå, ðàññìîòðèì íà
ïðèìåðàõ.

Скобки
Московская командная олимпиада 2004
Íàçîâ¼ì ñòðîêó 𝑆 ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè îíà ñîñòîèò

òîëüêî èç ñèìâîëîâ '{', '}', '[', ']', '(', ')' è âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ òð¼õ
óñëîâèé:

1. 𝑆 � ïóñòàÿ ñòðîêà;

2. 𝑆 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 𝑆 = 𝑆1 +𝑆2 +𝑆3 + ...+𝑆𝑁 (𝑁 > 1), ãäå 𝑆𝑖 �� íåïóñòûå
ïðàâèëüíûå ñêîáî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à çíàê "+"îáîçíà÷àåò êîíêàòåíàöèþ
(ïðèïèñûâàíèå) ñòðîê;

3. 𝑆 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 𝑆 =′ {′+𝐶+′}′ èëè 𝑆 =′ [′+𝐶+′]′ èëè 𝑆 =′ (′+𝐶+′)′,
ãäå 𝐶 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Äàíà ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç ñèìâîëîâ '{', '}', '[', ']', '(', ')'. Òðåáóåòñÿ îïðå-
äåëèòü, êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ íàäî âñòàâèòü â ýòó ñòðîêó äëÿ òîãî,
÷òîáû îíà ñòàëà ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Формат входных данных
Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàïèñàíà ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç ñèìâîëîâ

'{','}', '[',']', '(',')'. Äëèíà ñòðîêè íå ïðåâîñõîäèò 100 ñèìâîëîâ.

Формат выходных данных
Âûâåñòè â ïåðâóþ ñòðîêó âûõîäíîãî ôàéëà åäèíñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå

÷èñëî � îòâåò íà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó.

Примеры
Входные данные Выходные данные

{(}) 2

([{}]) 0

Разбор
Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì LR-äèíàìèêè. À èìåííî, â ÿ÷åéêå òàáëèöû 𝐷[𝐿,𝑅] áóäåì

õðàíèòü ñêîëüêî ñêîáîê íåîáõîäèìî äîáàâèòü, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ñ 𝐿
ïî 𝑅 ñòàëà ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ââåä¼ì áàçó äèíàìèêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå èç îäíîé ñêîáêè, òðåáóþò äîáàâëåíèÿ îäíîé
ñêîáêè (ò.å. ãëàâíóþ äèàãîíàëü ìàòðèöû çàïîëíÿåì 1).

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ ïðàâàÿ ãðàíèöà ìåíüøå ëåâîé, òðåáóþò äîáàâëå-
íèÿ 0 ñêîáîê.
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Òåïåðü íåîáõîäèìî íàó÷èòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ ïàðàìåòðîâ 𝐿 è 𝑅 ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå
ìåíüøèå ïîäçàäà÷è óæå ðåøåíû. Â LR-äèíàìèêå ðàçìåð çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàç-
íîñòü ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé ãðàíèöåé (â íàøåì ñëó÷àå ýòî êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ).

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ î÷åíü ëåãêî. Åñëè íà ìåñòå 𝐿 ñòîèò îòêðûâàþùàÿ ñêîáêà, à íà ìåñòå
𝑅 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé çàêðûâàþùàÿ, òî 𝐷[𝐿,𝑅] = 𝐷[𝐿 + 1, 𝑅− 1]. Ýòî ñîîòíîøåíèå
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà èíòåðâàëå 𝐿+ 1, 𝑅− 1 ó íàñ óæå ïîëó÷åíà ïðàâèëüíàÿ ñêîáî÷-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à îêðóæ¼ííàÿ ïàðîé ñêîáîê îíà òàêæå îñòà¼òñÿ ïðàâèëüíîé è
äîáàâëåíèé íå òðåáóåò.

Â ñëó÷àå æå åñëè íà ìåñòàõ 𝐿 è 𝑅 íå ñòîèò ïàðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêîáîê, òî ðåøåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝐷[𝐿,𝑅] = 𝑚𝑖𝑛
𝐾=𝐿...𝑅−1

(𝐷[𝐿,𝐾] + 𝐷[𝐾 + 1, 𝑅])

Ýòà ôîðìóëà îáîçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàçáèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îò 𝐿 äî 𝑅 íà äâå ÷àñòè
âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè è âûáèðàåì ñðåäè âñåõ òàêèõ ðàçáèåíèé íàèëó÷øåå. Â
÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü '[]()' áóäåò ðàçáèòà íà äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 2 ñèì-
âîëîâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ òðåáóåò 0 äîáàâëåííûõ ñêîáîê, è ðåçóëüòàò äëÿ íå¼ òàêæå
áóäåò ðàâåí 0.

Ìåòîä ðàçáèåíèÿ íà 2 ÷àñòè ïðèìåíÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ çàäà÷àõ íà LR-äèíàìèêó,
à îòëè÷àþòñÿ îíè ëèøü íà÷àëüíîé èíèöèàëèçàöèåé è ñïåöèôè÷íûìè óñëîâèÿìè, ïðè
êîòîðûõ ìîæíî íàõîäèòü ëó÷øåå ðåøåíèå.

Òàêæå â ýòîé çàäà÷å óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììèñòñêèé ïðè¼ì, íàçûâàåìûé ¾ëå-
íèâîé äèíàìèêîé¿ èëè ¾ðåêóðñèåé ñ ìåìîðèçàöèåé¿. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ïðåäûäó-
ùèõ çàäà÷àõ ïîðÿäîê ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ îïðåäåëÿëñÿ è ðåàëèçîâûâàëñÿ ëåãêî, òî â LR-
äèíàìèêå íåîáõîäèìî ðåøàòü ïîäçàäà÷è, äâèãàÿñü ïî äèàãîíàëÿì ìàòðèöû, ÷òî óæå
íåïðèÿòíî. À âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ ïîðÿäîê îáõîäà åù¼ áîëåå çàïóòàííûé.
Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ áóäåò ïîõîæà
íà ïåðåáîð âñåõ âàðèàíòîâ, íî áóäåò çàïîìèíàòü îäíàæäû ïîñ÷èòàííîå ðåøåíèå. Â íå¼
æå ìîæíî çàãíàòü è îãðàíè÷åíèÿ. Èäåÿ åå ñëåäóþùàÿ: ñíà÷àëà çàïîëíèì âñþ ìàòðèöó,
êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ ïîäñ÷¼òà, ïðèçíàêîì îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ (íàïðèìåð, ÷èñëîì
−1). Îáðàùàòüñÿ ê ýòîé ìàòðèöå ïðè åå ïîäñ÷¼òå ìîæíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèâíîé
ôóíêöèè, ò.å. ÷òîáû îáðàòèòñÿ ê ýëåìåíòó 𝐷[𝐿][𝑅] íåîáõîäèìî êàæäûé ðàç âûçûâàòü
ôóíêöèþ 𝑓(𝐿,𝑅). Ôóíêöèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò ïðîâåðÿòü, ïîäñ÷èòàíî ëè ýòî çíà-
÷åíèå è åñëè äà, òî âîçâðàùàòü åãî. Èíà÷å íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü çíà÷åíèå, ñîõðàíèòü
åãî â ìàòðèöå è îïÿòü æå âåðíóòü. Äëÿ ýòî çàäà÷è ôóíêöèÿ ìîæåò âûãëÿäåòü òàê (ìû
ðàññìîòðèì ïðèìåð òîëüêî äëÿ êðóãëûõ ñêîáîê, îñòàëüíûå íåñëîæíî äîáàâèòü):

int f(int L, int R)

{

int K, now;

if (D[L][R] == -1) // значение еще не подсчитано

if (R < L) D[L][R] = 0; // база динамики №1

else if (R == L) D[L][R] = 1; // база динамики №2

else

if ((S[L] == ’(’) && (S[R] == ’)’)) D[L][R] = f(L+1, R-1);

else { // первая и последняя скобки не образуют пары

D[L][R] = R-L+1; // в худшем случае к каждой добавим
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for (K = L; K < R; K++) { // разбиваем на две части

now = f(L, K) + f(K+1, R); // ищем стоимость

if (now < D[L][R]) D[L][R] = now; // если надо меняем

}

}

return D[L][R]; // возвращаем последнее значение

}

Òåïåðü äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü âõîäíóþ ñòðîêó
𝑆, çàïîëíèòü ìàòðèöó 𝐷 ïðèçíàêàìè íåïîäñ÷èòàííîñòè ðåøåíèÿ è âûâåñòè çíà÷åíèå
ôóíêöèè 𝑓(0, 𝑁 − 1), ãäå 𝑁 � äëèíà âõîäíîé ñòðîêè 𝑆. Âñå îñòàëüíîå ñäåëàåòñÿ ¾ñàìî¿
è î ïîðÿäêå âû÷èñëåíèÿ ïîäçàäà÷ áåñïîêîèòñÿ íå ñëåäóåò.

Ðåàëèçîâûâàòü ëåíèâóþ äèíàìèêó íàäî âñåãäà èñõîäÿ èç ïðèâåä¼ííîé âûøå ñõåìû:
ýòî ïîçâîëèò ïèñàòü åå êîðîòêî è ïðàâèëüíî. Ëåíèâàÿ äèíàìèêà ïðèìåíèìà âî âñåõ
çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è, ìåñòàìè, äàæå áîëåå ïîíÿòíà, íî çëîóïî-
òðåáëÿòü åé íå ñòîèò, ò.ê. îíà âûçûâàåò íàêëàäíûå ðàñõîäû êàê ïî ïàìÿòè (çàáèâàåòñÿ
ñòåê), òàê è ïî âðåìåíè (çàïóñê ôóíêöèè � íå ñàìàÿ áûñòðàÿ îïåðàöèÿ).

Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó, íåìíîãî íåñòàíäàðòíóþ, ïðîñòóþ çàäà÷ó íà LR-äèíàìèêó:

Максимальный подпалиндром
Командный чемпионат школьников Санкт-Петербурга 1999
Ïàëèíäðîìîì íàçûâàåòñÿ ñòðîêà, êîòîðàÿ îäèíàêîâî ÷èòàåòñÿ êàê ñëåâà íàïðàâî,

òàê è ñïðàâà íàëåâî. Ïîäïàëèíäðîìîì äàííîé ñòðîêè íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñèìâîëîâ èç äàííîé ñòðîêè, íå îáÿçàòåëüíî èäóùèõ ïîäðÿä, ÿâëÿþùàÿñÿ ïàëèíäðîìîì.
Íàïðèìåð, HELOLEH ÿâëÿåòñÿ ïîäïàëèíäðîìîì ñòðîêè HTEOLFEOLEH. Íàïèøèòå ïðîãðàì-
ìó, íàõîäÿùóþ â äàííîé ñòðîêå ïîäïàëèíäðîì ìàêñèìàëüíîé äëèíû.

Формат входных данных
Âî âõîäíîì ôàéëå íàõîäèòñÿ ñòðîêà äëèíîé íå áîëåå 100 ñèìâîëîâ, ñîñòîÿùàÿ èç

çàãëàâíûõ áóêâ ëàòèíñêîãî àëôàâèòà.

Формат выходных данных
Âûâåäèòå íà ïåðâîé ñòðîêå âûõîäíîãî ôàéëà äëèíó ìàêñèìàëüíîãî ïîäïàëèíäðî-

ìà, à íà âòîðîé ñòðîêå ñàì ìàêñèìàëüíûé ïîäïàëèíäðîì. Åñëè òàêèõ ïîäïàëèíäðîìîâ
íåñêîëüêî, òî âàøà ïðîãðàììà äîëæíà âûâåñòè ëþáîé èç íèõ.

Пример
Входные данные Выходные данные

HTEOLFEOLEH 7

HELOLEH

Разбор
Îòëè÷èå ýòîé çàäà÷è îò ñòàíäàðòíîé LR-äèíàìèêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçáèåíèÿ íà

äâå ÷àñòè íå ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíû-
ìè ñðåäñòâàìè: çàâåä¼ì ìàòðèöó 𝐷 ãäå ïåðâûé èíäåêñ áóäåò îçíà÷àòü ëåâóþ ãðàíèöó
ïîäñòðîêè, äëÿ êîòîðîé ìû èùåì ìàêñèìàëüíûé ïîäïàëèíäðîì, à âòîðîé � ïðàâóþ.

Áàçà äèíàìèêè áóäåò ñëåäóþùåé: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 0 èëè îòðèöàòåëüíîãî êî-
ëè÷åñòâà ñèìâîëîâ (êîãäà 𝐿 áîëüøå ÷åì 𝑅) èìååò ìàêñèìàëüíûé ïîäïàëèíäðîì äëèíû
0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 1 ñèìâîëà äà¼ò ïîäïàëèíäðîì äëèíû 1 (ïîñêîëüêó ñòðîêà
äëèíû 1 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì).

Ïåðåõîä ê áîëüøåé çàäà÷å îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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∙ Åñëè 𝑆[𝐿] = 𝑆[𝑅], òî 𝐷[𝐿,𝑅] = 𝐷[𝐿 + 1, 𝑅− 1] + 2

∙ Åñëè 𝑆[𝐿] ̸= 𝑆[𝑅], òî 𝐷[𝐿,𝑅] = 𝑚𝑎𝑥(𝐷[𝐿,𝑅− 1], 𝐷[𝐿 + 1, 𝑅])

Ïðè ðåàëèçàöèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ëåíèâóþ äèíàìèêó.

8.5 Динамика по профилю

Äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì ïî ïðîôèëþ íàçûâàåòñÿ òàêîé âèä äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîãäà ïîäçàäà÷à ìåíüøåãî ðàçìåðà îêàí÷èâàåòñÿ íåêîòîðîé
êîíôèãóðàöèåé (ïðîôèëåì), êîòîðóþ ìîæíî çàêîäèðîâàòü ÷èñëîì. Ê ïîäçàäà÷å äî-
áàâëÿåòñÿ åù¼ îäèí ýëåìåíò ñ íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèåé è îí ñòàíîâèòñÿ ïðîôèëåì
íîâîé ïîäçàäà÷è. Êðîìå òîãî, ìîæíî ñîñòàâèòü òàáëèöó äîïóñòèìûõ ïåðåõîäîâ îò îä-
íîãî ïðîôèëÿ ê äðóãîìó; ñîñòàâèòü íàáîð äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ ïðîôèëåé è ðåøàòü
çàäà÷ó, óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïîäçàäà÷å. Îáû÷íî çàäà÷è íà äèíàìèêó
ïî ïðîôèëþ òðåáóþò ïîäñ÷¼òà ÷èñëà ðåøåíèé. Îáðàòèìñÿ, êàê îáû÷íî ïðè èçó÷åíèè
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ê ïðèìåðàì.

Симпатичные узоры
Всероссийская командная олимпиада школьников по программирова-

нию 2000
Êîìïàíèÿ BrokenTiles ïëàíèðóåò çàíÿòüñÿ âûêëàäûâàíèåì âî äâîðàõ ó ñîñòîÿòåëü-

íûõ êëèåíòîâ óçîð èç ÷¼ðíûõ è áåëûõ ïëèòîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàçìåð 1 × 1
ìåòð. Èçâåñòíî, ÷òî äâîðû âñåõ ñîñòîÿòåëüíûõ ëþäåé èìåþò íàèáîëåå ìîäíóþ íà ñåãî-
äíÿ ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà 𝑀 ×𝑁 ìåòðîâ.

Îäíàêî ïðè ñîñòàâëåíèè ôèíàíñîâîãî ïëàíà ó äèðåêòîðà ýòîé îðãàíèçàöèè ïîÿâè-
ëîñü öåëûõ äâå ñåðü¼çíûõ ïðîáëåìû: âî ïåðâûõ, êàæäûé íîâûé êëèåíò î÷åâèäíî çà-
õî÷åò, ÷òîáû óçîð, âûëîæåííûé ó íåãî âî äâîðå, îòëè÷àëñÿ îò óçîðîâ âñåõ îñòàëüíûõ
êëèåíòîâ ýòîé ôèðìû, à âî âòîðûõ, ýòîò óçîð äîëæåí áûòü ñèìïàòè÷íûì. Êàê ïîêàçàëî
èññëåäîâàíèå, óçîð ÿâëÿåòñÿ ñèìïàòè÷íûì, åñëè â íåì íèãäå íå âñòðå÷àåòñÿ êâàäðàòà
2× 2 ìåòðà, ïîëíîñòüþ ïîêðûòîãî ïëèòêàìè îäíîãî öâåòà. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíû ïðè-
ìåðû ðàçëè÷íûõ ñèìïàòè÷íûõ óçîðîâ, à íà ðèñóíêå 2 � íåñèìïàòè÷íûõ.

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ôèíàíñîâîãî ïëàíà äèðåêòîðó íåîáõîäèìî óçíàòü, ñêîëüêî êëèåí-
òîâ îí ñìîæåò îáñëóæèòü, ïðåæäå ÷åì ñèìïàòè÷íûå óçîðû äàííîãî ðàçìåðà çàêîí÷àòñÿ.
Ïîìîãèòå åìó!

Формат входных данных
Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíûõ äàííûõ ñîäåðæàòñÿ äâà ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà, ðàç-

äåë¼ííûõ ïðîáåëîì: 𝑀 è 𝑁 (1 6 𝑀 ×𝑁 6 30).

Формат выходных данных
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Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå ÷èñëî � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñèìïàòè÷íûõ óçîðîâ, êîòî-
ðûå ìîæíî âûëîæèòü âî äâîðå ðàçìåðà 𝑀 ×𝑁 . Óçîðû, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà
ñäâèãîì, ïîâîðîòîì èëè îòðàæåíèåì, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.

Примеры
Входные данные Выходные данные

2 2 14

3 3 322

Разбор
Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ êëåòêà òàáëèöû ìîæåò èìåòü äâà ñîñòîÿíèÿ: áûòü áåëîé (0)

èëè ÷¼ðíîé (1). Èç îãðàíè÷åíèé ê çàäà÷å ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî äëèíà ìèíèìàëüíîé èç
ñòîðîí íå ïðåâûñèò 5, áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíóþ èç ñòîðîí ñòîëáöîì.

Åñëè â òàáëèöå âñåãî îäèí ñòîëáåö, òî îí ìîæåò áûòü çàïîëíåí ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì, ò.å. îòâåòîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ ÷èñëî 𝑀2.

Êàæäûé ñòîëáåö êîäèðóåòñÿ 5 áèòàìè è ìîæåò èìåòü 25 ñîñòîÿíèé. Áóäåì íàçûâàòü
÷èñëî, êîòîðûì êîäèðóåòñÿ ñòîëáåö профилем. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñòîëáöû ñ íîìå-
ðàìè îò 1 äî 𝐾 − 1 óæå ïîëíîñòüþ êîððåêòíî çàïîëíåíû è ñòîëáåö ñ íîìåðîì 𝐾 − 1
èìååò ïðîôèëü ðàâíûé ÷èñëó 𝑀 .

Íà ðèñóíêå ïîñëåäíèé ñòîëáåö èìååò ïðîôèëü 011002 èëè 1210. Ïîêàæåì ñîâìåñòè-
ìûå ñ íèì ïðîôèëè, êîòîðûå ïðè ðàñïîëîæåíèè ñòîëáöîâ ðÿäîì íå îáðàçóþò êâàäðàò
2 × 2 îäíîãî öâåòà. Òàêèìè ïðîôèëÿìè áóäóò ïðîôèëè 000012, 000102, 000112, 001012,
001102, 001112, 010012, 010102, 010112, 100012, 100102, 100112, 101012, 101102, 101112,
110012, 110102 è 110112.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè èìååòñÿ êîððåêòíàÿ òàáëèöà èç𝐾−1 ñòîëáöà, îêàí÷èâàþùàÿñÿ
ïðîôèëåì 011002, òî èç íå¼ ìîæíî ïîëó÷èòü òàáëèöû äëèíîé 𝐾 è èìåþùèå â êà÷åñòâå
ïðîôèëÿ îäíî èç 18 ñîâìåñòèìûõ ñ 011002 ÷èñåë. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé äëèíû òàáëèöû è
å¼ ïðîôèëÿ ìîæíî õðàíèòü êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ñîñòàâèòü òàêóþ êîððåêòíóþ òàáëèöó,
à ïðè êàæäîì ïåðåõîäå ñóììèðîâàòü äëÿ òàáëèöû äëèíû 𝐾 ñ ïðîôèëåì 𝑃 âñå çíà÷åíèÿ
äëÿ òàáëèö äëèíû 𝐾 − 1 è ïðîôèëåì, ñîâìåñòèìûì ñ 𝑃 . Â âèäå ôîðìóëû ýòî ìîæíî
çàïèñàòü òàê:

𝐷[𝐾][𝑃 ] =
2𝑀∑︁
𝐿=0

𝐷[𝐾 − 1][𝐿] × 𝑔(𝑃,𝐿)

Ãäå 𝐾 � äëèíà òàáëèöû, 𝑃 � èíòåðåñóþùèé íàñ ïðîôèëü,𝑀 � âûñîòà ñòîëáöà, 𝐿 �
ïðîôèëü ïðåäûäóùåãî ñòîëáöà, à ôóíêöèÿ 𝑔(𝑃,𝐿) âîçâðàùàåò 1 â ñëó÷àå, åñëè ñòîëáöû
𝑃 è 𝐿 ñîâìåñòèìû è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Áàçà äèíàìèêè, êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå,
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðè 𝐾 = 1 äëÿ ëþáîãî ïðîôèëÿ êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàñêðàñ-
êè êëåòîê ðàâíî åäèíèöå. Ïîëó÷àòü ðåøåíèå ñëåäóåò äâèãàÿñü ñíà÷àëà ïî êîëè÷åñòâó
ñòîëáöîâ, äëÿ êàæäîãî èç ñòîëáöîâ ïåðåáèðàòü ïðîôèëü è äëÿ êàæäîãî ïðîôèëÿ, â
ñâîþ î÷åðåäü, ïåðåáèðàòü âñå ïðåäûäóùèå ïðîôèëè.

Ôóíêöèþ 𝑔(𝑃,𝐿) ìîæíî çàìåíèòü ïðåäïîäñ÷èòàííîé ìàòðèöåé, ÷òîáû íå âûçûâàòü
ïðîâåðêó íà ñîâìåñòèìîñòü ïðîôèëåé ìíîãî ðàç. Ïðè ýòîì ñ÷èòàòü ñîâìåñòèìîñòü ïðî-
ôèëåé óäîáíî ñ èñïîëüçîâàíèåì áèòîâûõ îïåðàöèé.

Ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ ñîñòàâèò 𝑂(𝑁× (2𝑀)2). Îòâåò ãàðàíòèðîâàííî íå ïðåâû-
ñèò 230 ñòåïåíè, ò.ê. âñåãî, äàæå áåç îãðàíè÷åíèé, âñþ òàáëèöó ìîæíî ðàñêðàñèòü 230
ñïîñîáàìè.

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ íà äèíàìèêó ïî ïðîôèëþ.

Симпатичные узоры возвращаются
Зимние сборы к международной олимпиаде 2003
Ñî âðåì¼í íàïèñàíèÿ óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ìíîãîå èçìåíèëîñü. Ñèìïàòè÷íûå

óçîðû ñòàëè î÷åíü ïîïóëÿðíû ïî âñåìó ìèðó, ïîýòîìó ëþäè ãîòîâû ñîäåðæàòü î÷åíü
áîëüøîé ó÷àñòîê çåìëè, ëèøü áû èìåòü íà íåé óçîð, íå âñòðå÷àþùèéñÿ áîëüøå íèãäå.

Òåïåðü êîìïàíèÿ BrokenTiles ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì ïðîèçâîäèòåëåì ñèìïàòè÷íûõ óçî-
ðîâ â ìèðå! Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïëàíà èñïîëíèòåëüíîìó äèðåêòîðó Âàñå ïî-ïðåæíåìó íåîá-
õîäèìî çíàòü, ñêîëüêî êëèåíòîâ ìîãóò ðàññ÷èòûâàòü íà óçîð äàííûõ ðàçìåðîâ.

Òàê êàê ìàñøòàáû áóêâàëüíî ìèðîâûå, 𝑁 6 10100. Îäíàêî Âàñÿ íå ëþáèò áîëüøèå
÷èñëà, ïîýòîìó ïðîñèò âûäàòü îòâåò ïî ìîäóëþ 𝑃 .

Формат входных данных
Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíûõ äàííûõ ñîäåðæàòñÿ òðè ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà, ðàç-

äåë¼ííûõ ïðîáåëîì: 𝑁 , 𝑀 è 𝑃 (1𝑁 6 10100, 1 6 𝑀 6 5, 1 6 𝑃 6 10 000).

Формат выходных данных
Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå ÷èñëî � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñèìïàòè÷íûõ óçîðîâ, êîòî-

ðûå ìîæíî âûëîæèòü âî äâîðå ðàçìåðà 𝑀 × 𝑁 ïî ìîäóëþ 𝑃 . Óçîðû, ïîëó÷àþùèåñÿ
äðóã èç äðóãà ñäâèãîì, ïîâîðîòîì èëè îòðàæåíèåì, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.

Примеры
Входные данные Выходные данные

2 2 5 4

3 3 23 0
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Разбор
Ýòà çàäà÷à î÷åíü ïîõîæà íà ïðåäûäóùóþ, íî òà ðåøàëàñü çà ëèíåéíîå îò 𝑁 âðåìÿ,

÷òî íàâåðíÿêà âûçîâåò ïðåâûøåíèå îãðàíè÷åíèÿ íà âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû, ïðè 𝑁 =
10100.

Òåì íå ìåíåå, çàäà÷à ðåøàåìàÿ. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî ìû óìååì ñ÷èòàòü ÷èñëà
Ôèáîíà÷÷è çà 𝑂(log𝑁) è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîõîæèì ìåòîäîì. Ïóñòü ó íàñ åñòü òàáëèöà
ñîâìåñòèìîñòè ïðîôèëåé 𝐺 ðàçìåðîì 2𝑀 × 2𝑀 . Ïðèâåä¼ì ïðèìåð òàêîé òàáëèöû äëÿ
𝑀 = 2: ⎛⎜⎜⎝

0 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 0

⎞⎟⎟⎠
Åäèíèöà íà ïåðåñå÷åíèè 𝑖-îé ñòðîêè è 𝑗-ãî ñòîëáöà îáîçíà÷àåò, ÷òî ïåðåõîä îò ïðî-

ôèëÿ 𝑖 ê ïðîôèëþ 𝑗 âîçìîæåí. Åñëè ìû ïðîñóììèðóåì çíà÷åíèÿ âñåõ ÿ÷ååê ýòîé ìàò-
ðèöû, òî ïîëó÷èì êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè ïðÿìîóãîëüíèêà 2 × 2. Âñïîìíèì,
êàê äåëàëñÿ ïåðåõîä îò îäíîãî ïðîôèëÿ ê äðóãîìó:

𝐷[𝐾][𝑃 ] =
2𝑀∑︁
𝐿=0

𝐷[𝐾 − 1][𝐿] ×𝐺[𝑃 ][𝐿]

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïðîôèëÿ ìû ïåðåáèðàåì âñå äðóãèå ïðîôèëè è ñóì-
ìèðóåì êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ â ñëó÷àå, åñëè îíè ñîâìåñòèìû (åñëè îíè íåñîâìåñòèìû,
òî òîæå ñóììèðóåì, íî íóëè). Ýòî ÷ðåçâû÷àéíî ïîõîæå íà óìíîæåíèå ìàòðèö. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì ìàòðèöó 𝐺 è âîçâåä¼ì åå â êâàäðàò. Ïðè ýòîì èäåéíî ïðîèçîéä¼ò
ñëåäóþùåå: ìû áóäåì èäòè îò ïðîôèëÿ 𝑖 â ïðîôèëü 𝑗 ÷åðåç âñåâîçìîæíûå ïðîôèëè,
ò.å. ìû ïåðåáåð¼ì âñå 𝑘 è, â ñëó÷àå, åñëè âîçìîæíû ïåðåõîäû èç 𝑖 â 𝑘 è èç 𝑘 â 𝑗, òî óâå-
ëè÷èì êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ïîïàñòü èç 𝑖 â 𝑗 çà äâà øàãà íà 1. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû 𝐺2 áóäåò ðàâíà îòâåòó äëÿ çàäà÷è ïðè 𝑁 = 3. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
äåëàòü ïåðåõîä íå ÷åðåç îäèí, à ÷åðåç íåñêîëüêî øàãîâ. Ò.å. ñóììà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
𝐺𝑁−1 áóäåò ðàâíà îòâåòó íà çàäà÷ó äëèíû 𝑁 . Äëÿ óñêîðåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ áûñòðûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü (îíî ïðèìåíèìî äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ, äîïóñêàþùèõ
óìíîæåíèå), îíî è äðóãèå íåîáõîäèìûå îïåðàöèè îïèñàíû â ëåêöèè, ïîñâÿù¼ííîé àðèô-
ìåòèêå è òåîðèè ÷èñåë.
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